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摘要

参数有限元可为曲面演化方程提供高效的数值方法。本文基于平均曲率的弱形式，
介绍曲率驱动演化方程的若干计算方法。这些方法具有良好的网格性质，可避免网格
节点聚并和严重不均匀的网格。讨论的对象包括平均曲率流、表面扩散、各向异性几
何流、凝固、两相流、Willmore 流、Helfrich 流及生物膜。本文给出稳定性结果，并
论证上述良好网格性质的成因。

AMS 主题分类 65M60, 53C44, 35K55, 65M12, 74E10, 74N05, 76D05, 92C05。
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第一章 导言

在自然科学、成像科学以及数学中，分隔空间中不同区域的界面随处可见。在许
多情形下，这些界面随时间演化，而演化律中含有曲率量。界面往往带有表面能；最
简单的情形，表面能就是界面的总面积。表面能通常随时间递减，而平均曲率的负值
给出表面积的第一变分，因此平均曲率自然出现于界面演化问题中。最简单的此类演
化是表面积的 L2 梯度流，即平均曲率流；它将是本文的主要研究对象之一。近年来，
许多应用涉及含曲率量曲面积分的表面能。例如，Willmore 泛函就是平均曲率平方的
积分。涉及 Willmore 泛函第一变分的曲面演化问题尤其困难，本文亦将予以讨论。

然而，界面演化律往往将界面上的量与体区域中的量耦合起来；后者满足定义在周
围区域中的偏微分方程。例如，在凝固现象中，液相与固相内满足扩散方程的温度影响
界面的演化。另一些例子是由流场驱动的界面，其中流场可由 Stokes 或 Navier–Stokes
方程组确定。这些情形复杂得多，在分析和计算上均带来颇具挑战的问题。

本文讨论演化界面的参数有限元方法。首先以平均曲率流等简单几何演化方程为
例，阐明主要思想；随后采用界面网格与体网格相互独立的非拟合有限元方法，将界面
方程与体区域方程耦合，并以凝固现象及两相流问题为例加以说明。在介绍 Willmore
能量及相应 Willmore 流的逼近思想之后，本文最后讨论生物膜演化问题的数值逼近。
关于几何偏微分方程的其他数值方法，例如水平集法、相场法及其他前沿追踪方法，
读者可参阅 Handbook of Numerical Analysis 第 XXI、XXII 卷中的相关篇章 Bänsch
and Schmidt (2019); Bartels (2019); Bonito et al. (2019); Du and Feng (2019); Saye
and Sethian (2019); Turek and Mierka (2019)，以及综述 Deckelnick et al. (2005a)。





第二章 曲面几何

本章回顾有关曲面的基本事实，为后文构造由曲率驱动的超曲面流数值算法作准
备。我们将定义曲面、曲面上的微分算子及重要的曲率量，并陈述超曲面上的散度定
理。这些内容的详细论述可参阅 do Carmo (1976); Deckelnick et al. (2005a); Kühnel
(2015); Walker (2015)。熟悉这些概念的读者可略过本章。

2.1 Rd 中的曲面
首先定义曲面的概念。本节及下文均设 d ≥ 2。

定义 1

(i) 对于 0 ≤ n ≤ d 和 k ≥ 1，若对每个点 p⃗ ∈ Γ，都存在 p⃗ 的开邻域 V ⊂ Rd 和双
射的 Ck 映射 X⃗ : U → V ∩ Γ，其中 U ⊂ Rn 为连通开集，且 X⃗ 的 Jacobian 矩
阵 ∇ X⃗ = (∂1 X⃗, . . . , ∂n X⃗) : U → Rd×n 在 U 上满秩，则称子集 Γ ⊂ Rd 为 n 维
Ck 曲面。

(ii) 称映射 X⃗ 为 Γ 的局部参数化。
(iii) 若 n = d− 1，则称 Γ 为超曲面。

下面定义超曲面上映射的可微性。

定义 2 设 Γ ⊂ Rd 为 n 维 Ck 曲面。若对所有 Ck 参数化 X⃗ : U → Γ，复合函数
f ◦ X⃗ : U → R 均属 Ck 类，则称函数 f : Γ → R 为 Ck 函数，记为 f ∈ Ck(Γ)。

借助局部参数化，可以定义切空间的一组基。
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定义 3 设 Γ 为 n 维 C1 曲面，具有局部参数化 X⃗ : U → Rd。对 p⃗ ∈ Γ，取满足
p⃗ = X⃗(u⃗) 的 u⃗ ∈ U。向量

∂⃗1 = (∂1 X⃗)(u⃗), . . . , ∂⃗n = (∂n X⃗)(u⃗)

线性无关，张成一个 n 维空间，称为切空间，记为

Tp⃗ Γ = span{∂⃗1, . . . , ∂⃗n} .

它在 Rd 中的正交补 Np⃗ Γ = (Tp⃗ Γ)
⊥ 称为 Γ 在 p⃗ 处的法空间。

我们主要关心有向超曲面，现给出其定义。

定义 4 若超曲面 Γ 上存在连续法向量场 ν⃗ : Γ → Sd−1，使所有 p⃗ ∈ Γ 均满足
ν⃗(p⃗) ∈ Np⃗ Γ，则称该超曲面可定向，其中 Sd−1 为 Rd 中的 (d− 1) 维球面。

以下曲面 Γ 上的微分算子将被频繁使用。

定义 5 设 Γ ⊂ Rd 为 n 维 C1 曲面，f : Γ → R、f⃗ : Γ → Rd 为 C1 函数。

(i) 对 p⃗ ∈ Γ 和 τ⃗ ∈ Tp⃗ Γ，定义方向导数为

(∂τ⃗ f)(p⃗) = lim
ε→0

f(y⃗(ε))− f(y⃗(0))

ε
= (f ◦ y⃗)′(0) ,

其中 y⃗ : (−1, 1) → Γ 参数化 Γ 上的一条曲线，满足 y⃗(0) = p⃗ 和 y⃗ ′(0) = τ⃗。
(ii) f 在 Γ 上的点 p⃗ ∈ Γ 处的曲面梯度定义为

(∇s f)(p⃗) =

n∑
i=1

(∂τ⃗i f)(p⃗) τ⃗i ,

其中 {τ⃗1, . . . , τ⃗n} 为 Tp⃗ Γ 的一组标准正交基。
(iii) f⃗ 在点 p⃗ ∈ Γ 处的曲面散度定义为

(∇s . f⃗)(p⃗) =

n∑
i=1

τ⃗i . (∂τ⃗i f⃗)(p⃗) ,

其中 {τ⃗1, . . . , τ⃗n} 仍为 Tp⃗ Γ 的一组标准正交基。
(iv) f⃗ 在点 p⃗ ∈ Γ 处的曲面 Jacobian 矩阵定义为

(∇s f⃗)(p⃗) =

n∑
i=1

(∂τ⃗i f⃗)(p⃗)⊗ τ⃗i ,

其中 {τ⃗1, . . . , τ⃗n} 仍为 Tp⃗ Γ 的一组标准正交基。
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(v) 若 Γ 为 C2 曲面，且 f ∈ C2(Γ)，则分别定义 f 在 Γ 上的 Laplace–Beltrami
算子与曲面 Hessian 矩阵为

∆s f = ∇s . (∇s f) 和 ∇2
s f = ∇s (∇s f) ,

(vi) 对于 C2 曲面 Γ，f⃗ ∈ [C2(Γ)]d 的 Laplace–Beltrami 算子按分量定义，即
(∆s f⃗) . e⃗i = ∆s (f⃗ . e⃗i)，i = 1, . . . , d。本节及下文以 e⃗i 表示 Rd 中的第 i 个
标准基向量。

(vii) 定义广义对称化曲面 Jacobian 矩阵

Ds(f⃗) =
1
2 PΓ (∇s f⃗ + (∇s f⃗)

⊺
)PΓ 在Γ ,

其中 PΓ 为到 Γ 的切空间上的正交投影。换言之，对于 Tp⃗ Γ 的一组标准正交基
{τ⃗1, . . . , τ⃗n}，有

PΓ(p⃗) =

n∑
i=1

τ⃗i ⊗ τ⃗i (1)

(viii) 张量 f ∈ [C1(Γ)]d×d 的曲面散度通过 Γ 上的关系 (∇s . f) . e⃗i = ∇s . (f
⊺
e⃗i) 定义，

其中 i = 1, . . . , d。

注记 6

(i) 容易验证，定义 5(i) 与参数化 y⃗ 的选取无关。曲线视作 1 维曲面时，始终假设其
参数化 y⃗ 是正则的，即 y⃗ 连续可微且处处满足 y⃗ ′ 6= 0⃗，参见定义 1。曲线是正则
参数化在参数变换所给等价关系下的一个等价类，参见例如Kühnel (2015, p. 8)。
为简便起见，下文也常将参数化 y⃗ 称为曲线。

(ii) 容易验证，定义 5(ii)、5(iii) 和5(iv) 与 Tp⃗ Γ 的标准正交基的选取无关。
(iii) 对于 p⃗ ∈ Γ，有

(∇s f⃗)(p⃗) τ⃗ = (∂τ⃗ f⃗)(p⃗) ∀ τ⃗ ∈ Tp⃗ Γ

和 (∇s f⃗)(p⃗) v⃗ = 0⃗ ∀ v⃗ ∈ Np⃗ Γ .

此外，∇s f⃗ 的第 i 行是 f⃗ 的第 i 个分量的曲面梯度，即 (∇s f⃗)
⊺
e⃗i = ∇s (f⃗ . e⃗i)，

i = 1, . . . , d。
(iv) 注意到定义 5(vii) 中的第二个投影 PΓ 保证

(Ds(f⃗))(p⃗) v⃗ = 0⃗ ∀ v⃗ ∈ Np⃗ Γ , p⃗ ∈ Γ ,

这与 (iii) 类似。第一个投影则保证 (Ds(f⃗))(p⃗) 对称。
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(v) 由定义 5(ii)、5(iv) 及 (1) 直接得到

∇s f = PΓ ∇s f 和 ∇s f⃗ = (∇s f⃗)PΓ 在Γ .

(vi) 若 Γ 为超曲面，则有
PΓ = Id − ν⃗ ⊗ ν⃗ 在Γ ,

其中，对于 p⃗ ∈ Γ，ν⃗(p) 表示 Np⃗ Γ 中的一个单位向量。

以下乘积法则与恒等式成立。

引理 7 设 Γ ⊂ Rd 为 n 维 C1 曲面，f : Γ → R、f⃗ , g⃗ : Γ → Rd 和 f : Γ → Rd×d 为
C1 函数。则有：

(i)
∇s . (f g⃗) = g⃗ .∇s f + f ∇s . g⃗ 在Γ ,

(ii)
∇s (f⃗ . g⃗) = (∇s f⃗)

⊺
g⃗ + (∇s g⃗)

⊺
f⃗ 在Γ ,

(iii)
∇s (f g⃗) = g⃗ ⊗∇s f + f ∇s g⃗ 在Γ ,

(iv)
∇s . (f

⊺
g⃗) = g⃗ . (∇s . f) + f : ∇s g⃗ 在Γ ,

(v) 以及
tr(∇s f⃗) = ∇s . f⃗ 在Γ .

证明 (i)–(iv) 与平直情形的相应公式完全类似，由定义 5 易得。
(v) 利用迹在基变换下不变这一事实，由注记 6(iii) 及定义 5(iii) 可得，对于 p⃗ ∈ Γ，有

tr
(
(∇s f⃗)(p⃗)

)
=

n∑
i=1

τ⃗i . (∇s f⃗)(p⃗) τ⃗i =

n∑
i=1

τ⃗i . (∂τ⃗i f⃗)(p⃗) = (∇s . f⃗)(p⃗) ,

其中 {τ⃗1, . . . , τ⃗n} 为 Tp⃗ Γ 的一组标准正交基。

采用定义 5 中微分算子的其他表示形式往往更为方便。

注记 8

(i) 对于局部参数化 X⃗ : U → Γ，可将第一基本形式（或称度量张量）(gij)i,j=1,...,n

定义为
gij = ∂⃗i . ∂⃗j = ∂i X⃗ . ∂j X⃗ ,



§2.1 Rd 中的曲面 7

通过简单的线性代数运算可得

(∇s f) ◦ X⃗ =

n∑
i,j=1

gij ∂i (f ◦ X⃗) ∂⃗j 于U ,

(∇s . f⃗) ◦ X⃗ =

n∑
i,j=1

gij ∂i (f⃗ ◦ X⃗) . ∂⃗j 于U ,

其中 (gij)i,j=1,...,n 为 (gij)i,j=1,...,n 的逆矩阵。此外，有

(∆s f) ◦ X⃗ =
1
√
g

n∑
i,j=1

∂i (
√
g gij ∂j (f ◦ X⃗)) 于U ,

其中
g = det ((gij)i,j=1,...,n) (2)

是局部面积元的平方，参见Amann and Escher (2009, §XI.6)。
(ii) 以 ∇s = (∂s1 , . . . , ∂sd)

⊺ 表示 Γ 上的曲面梯度，则有 ∇s . f⃗ =
∑d

i=1 ∂si (f⃗ . e⃗i)、
∇s f⃗ = (∂sj f⃗ . e⃗i)

d
i,j=1 及 ∇2

s f = (∂sj∂si f )di,j=1。此外，由引理 7(v) 可知，
Laplace–Beltrami 算子满足 ∆s =

∑d
i=1 ∂

2
si。

(iii) 若 Γ 为具有法向量场 ν⃗ 的可定向超曲面，将函数 f 和 f⃗ 延拓至 Γ 的一个开邻
域，便得到公式

∇s f = ∇ f − (∇ f . ν⃗) ν⃗ 和 ∇s . f⃗ = ∇ . f⃗ − ((∇ f⃗) ν⃗) . ν⃗ 在Γ ,

其中 ∇ 和 ∇ . 分别为 Rd 中的梯度与散度。这些恒等式由定义 5(ii)、(iii) 以及利
用标准正交基对 ∇ f 和 ∇ . f⃗ 的表示直接得到。

引理 9 设 Γ 为 C1 超曲面，则恒等映射 i⃗d 满足下列性质。

(i)
∇s i⃗d = PΓ 在Γ .

(ii) 对于 f⃗ ∈ [C1(Γ)]d，有

∇s i⃗d : ∇s f⃗ = ∇s . f⃗ 在Γ ,

其中 A : B = tr(A⊺
B) 表示矩阵 A 与 B 的 Hilbert–Schmidt 内积。

(iii) 若 Γ 为具有法向量场 ν⃗ 的可定向 C2 曲面，则

∆s i⃗d = − (∇s . ν⃗) ν⃗ 在Γ .
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证明 (i) 由定义 5(iv)、5(i) 及 (1) 可得结论。
(ii) 由 (i)、注记 6(iii) 和引理 7(v) 得 ∇s i⃗d : ∇s f⃗ = tr(∇s f⃗) = ∇s . f⃗。
(iii) 利用注记 8(iii)，并回顾定义 5(vi)、(v)，可算得对于 i = 1, . . . , d，有

(∆s i⃗d) . e⃗i = ∆s (i⃗d . e⃗i) = ∇s .
[
∇s (i⃗d . e⃗i)

]
= ∇s . [e⃗i − (e⃗i . ν⃗) ν⃗]

= −∇s . [(ν⃗ . e⃗i) ν⃗] = −(ν⃗ . e⃗i)∇s . ν⃗ 在Γ ,

这里用到了 ∇s (ν⃗ . e⃗i) 与 ν⃗ 正交。

2.2 曲率
下面定义后文所需的基本曲率量。

定义 10 设 Γ 为具有法向量场 ν⃗ 的可定向 C2 超曲面。

(i) p⃗ ∈ Γ 处的 Weingarten 映射定义为

Wp⃗ : Tp⃗ Γ → Tp⃗ Γ , Wp⃗(τ⃗) = −(∂τ⃗ ν⃗)(p⃗) .

(ii) 相应的双线性形式称为第二基本形式，由下式给出：

IIp⃗(τ⃗1, τ⃗2) = Wp⃗(τ⃗1) . τ⃗2 = −(∂τ⃗1 ν⃗)(p⃗) . τ⃗2

其中 τ⃗1, τ⃗2 ∈ Tp⃗ Γ、p⃗ ∈ Γ 任意。可以证明 Wp⃗ 自伴，从而 IIp⃗ 对称，参见例
如Kühnel (2015, §3.9)。因此，Tp⃗ Γ 存在一组标准正交基 {⃗t1, . . . , t⃗d−1}，由 Wp⃗

的特征向量组成，相应特征值为 κ1, . . . ,κd−1。

定义 11

(i) 称 Wp⃗ 的特征值 κ1, . . . ,κd−1 为 Γ 在 p⃗ 处的主曲率。
(ii) Γ 在 p⃗ 处的平均曲率 κ 定义为 Wp⃗ 的迹，即

κ(p⃗) = tr Wp⃗ = κ1 + . . .+ κd−1 .

(iii) Γ 在 p⃗ 处的平均曲率向量 κ⃗ 定义为

κ⃗(p⃗) = κ(p⃗) ν⃗(p⃗) .
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(iv) 当 d = 3 时，p⃗ 处的 Gauss 曲率 K 为 Wp⃗ 的行列式，即主曲率之积。因此定义

K(p⃗) = det Wp⃗ = κ1 κ2 .

引理 12 设 Γ 为具有法向量场 ν⃗ 的可定向 C2 超曲面。对于 p⃗ ∈ Γ，Jacobian 矩阵
(∇s ν⃗)(p⃗) 诱导从 Rd 到 Rd 的自伴线性映射，其在 Tp⃗ Γ 上的限制为 −Wp⃗，并将 Np⃗ Γ

映为零。因此有下列性质：

(i)
(∇s ν⃗)

⊺
ν⃗ = (∇s ν⃗) ν⃗ = 0⃗ 在Γ ,

(ii)
(∇s ν⃗)

⊺
= ∇s ν⃗ 在Γ ,

(iii)
κ = − tr(∇s ν⃗) 在Γ ,

(iv) 以及
|∇s ν⃗|2 = ∇s ν⃗ : ∇s ν⃗ = κ2

1 + · · ·+ κ2
d−1 在Γ .

证明 设 p⃗ ∈ Γ。由注记 6(iii) 及定义 10 可知，对所有 τ⃗ ∈ Tp⃗ Γ 均有 Wp⃗(τ⃗) =

−(∇s ν⃗)(p⃗) τ⃗ = − ((∇s ν⃗)(p⃗))
⊺
τ⃗。此外，记 ν⃗ = (ν1, . . . , νd)

⊺；由定义 5(iv)，(∇s ν⃗)
⊺ 的

第 i 列为 ∇s νi，因而

(∇s ν⃗)
⊺
ν⃗ =

d∑
i=1

νi ∇s νi =
1
2 ∇s |ν⃗|2 = 0 .

结合注记 6(iii) 得 (∇s ν⃗)(p⃗) ν⃗ = ((∇s ν⃗)(p⃗))
⊺
ν⃗ = 0⃗，故 (∇s ν⃗)(p⃗) 诱导的线性映射自伴。

这便证明了 (i) 和 (ii)。再设 {⃗t1, . . . , t⃗d−1} 为 Tp⃗ Γ 的一组标准正交基，由 Wp⃗ 的特征
向量组成，相应特征值为 κ1, . . . ,κd−1。则 {⃗t1, . . . , t⃗d−1, ν⃗(p⃗)} 是 Rd 的一组标准正交
基，由 (∇s ν⃗)(p⃗) 的特征向量组成，相应特征值为 κ1, . . . ,κd−1, 0

1。由此及定义 11(ii)
可得 (iii)；(iv) 亦随之成立。

下一个引理表明，平均曲率 κ 的符号取决于单位法向量 ν⃗ 的选取，而平均曲率向
量 κ⃗ 在法向量反向时保持不变。

引理 13 设 Γ 为具有法向量场 ν⃗ 的可定向 C2 超曲面。平均曲率及平均曲率向量满足
以下公式。

(i) 平均曲率满足
κ = −∇s . ν⃗ 在Γ .

1译注：底本此列特征值的符号与前述切空间上的关系 ∇sν⃗ = −W 相反；按本文 Weingarten 映射的约
定，应为 −κ1, . . . ,−κd−1, 0。其平方和的后续结论不受影响。
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(ii) 平均曲率向量满足
κ⃗ = κ ν⃗ = ∆s i⃗d 在Γ .

证明 (i) 由引理 12(iii) 和引理 7(v) 可得。
(ii) 由 (i)、定义 11(iii) 及引理 9(iii) 直接得到结论。

引理 14 设 Γ 为具有法向量场 ν⃗ 的可定向 C2 超曲面。设 f⃗ ∈ [C1(Γ)]d，并在 Γ 上令
f⃗T = PΓ f⃗。则有

(i)
∇s . f⃗ = −(f⃗ . ν⃗)κ +∇s . f⃗T 在Γ ,

(ii)
∇s f⃗ = (f⃗ . ν⃗)∇s ν⃗ + ν⃗ ⊗∇s (f⃗ . ν⃗) +∇s f⃗T 在Γ ,

(iii)
Ds(f⃗) = (f⃗ . ν⃗)∇s ν⃗ + 1

2 (PΓ ∇s f⃗T + (∇s f⃗T)
⊺
PΓ) 在Γ .

证明 (i) 利用引理 7(i)、定义 5(ii) 以及引理 13(i)，可算得

∇s . f⃗ = ∇s .
(
(f⃗ . ν⃗) ν⃗

)
+∇s . f⃗T = (f⃗ . ν⃗)∇s . ν⃗ +∇s . f⃗T = −(f⃗ . ν⃗)κ +∇s . f⃗T .

(ii) 类似地，由引理 7(iii) 可得

∇s f⃗ = ∇s

(
(f⃗ . ν⃗) ν⃗

)
+∇s f⃗T = (f⃗ . ν⃗)∇s ν⃗ + ν⃗ ⊗∇s (f⃗ . ν⃗) +∇s f⃗T .

(iii) 所需结论直接由 (ii)2、定义 5(iv)、5(vii) 以及 ∇s ν⃗ 是将切向量映为切向量的对称
映射这一事实得到，参见引理 12。

推导某些公式时，将定义在超曲面 Γ 上的函数延拓至 Γ 的邻域往往有助于计算。
这样便可利用 Rd 中的微积分计算曲面上的量，参见注记 8(iii)。设 Γ ⊂ Rd 为紧的、无
边界的可定向 C2 超曲面，具有法向量场 ν⃗。对于 δ > 0，定义 Γ 的管状邻域

Nδ = {z⃗ ∈ Rd : z⃗ = p⃗+ η ν⃗(p⃗), p⃗ ∈ Γ, |η| < δ}

Gilbarg and Trudinger (1983, Appendix 14.6)证明，当 δ 足够小时，⃗z ∈ Nδ 与 (p⃗, η) ∈
Γ× (−δ, δ) 之间存在双射关系。因此可定义函数 Π⃗Γ(z⃗) = p⃗ 和 dΓ(z⃗) = η。其中 |dΓ(z⃗)|
为 z⃗ 到 Γ 的距离；当 z⃗ 位于 ν⃗ 所指的一侧时，dΓ(z⃗) 为正，否则为负。称 dΓ 为到 Γ

2译注：底本此处误指后文的速度分解公式，现改指本引理的第二式。
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的有符号距离函数；Π⃗Γ(z⃗) 则是 z⃗ 到 Γ 的投影，即

Π⃗Γ(z⃗) = arg min
y⃗∈Γ

|y⃗ − z⃗| .

为供后文使用，回顾 Gilbarg and Trudinger (1983, Appendix 14.6) 中的结论：当 δ 足
够小时，有

dΓ ∈ C2(Nδ) . (3a)

此外还成立
∇ dΓ = ν⃗ ◦ Π⃗Γ ⇒ |∇ dΓ| = 1 于Nδ , (3b)

后者可如下证明。显然有

i⃗d = Π⃗Γ + dΓ ν⃗ ◦ Π⃗Γ 和 dΓ =
(

i⃗d − Π⃗Γ

)
.
(
ν⃗ ◦ Π⃗Γ

)
于Nδ .

对第二个恒等式求导，并利用第一个恒等式，可得对于 k = 1, . . . , d，有

∂k dΓ =
(
e⃗k − ∂k Π⃗Γ

)
.
(
ν⃗ ◦ Π⃗Γ

)
−
(

i⃗d − Π⃗Γ

)
. ∂k

(
ν⃗ ◦ Π⃗Γ

)
= e⃗k . ν⃗ ◦ Π⃗Γ − dΓ

(
ν⃗ ◦ Π⃗Γ

)
. ∂k

(
ν⃗ ◦ Π⃗Γ

)
= e⃗k . ν⃗ ◦ Π⃗Γ − dΓ

1
2 ∂k

∣∣∣ν⃗ ◦ Π⃗Γ

∣∣∣2 = e⃗k . ν⃗ ◦ Π⃗Γ 于Nδ ,

这里用到了 ∂k Π⃗Γ 在 Nδ 处沿切向。这便证明了 (3b)。
当 δ 足够小时，按下式将定义在 Γ 上的函数 f 延拓至 Nδ：

f = f ◦ Π⃗Γ 于Nδ . (4)

也就是说，沿法向将 f 作常值延拓。由注记 8(iii) 得

∇ f . ν⃗ = 0 , 从而 ∇ f = ∇s f 在Γ . (5)

平直情形下，Schwarz 定理保证 Hessian 矩阵对称；在弯曲情形下，一般不再如
此。准确地说，有以下结论。

引理 15 设 Γ为具有法向量场 ν⃗ 的可定向 C2 超曲面，并设 f ∈ C2(Γ)。曲面 Hessian
矩阵满足

∇2
s f − (∇2

s f)
⊺
= [(∇s ν⃗)∇s f ]⊗ ν⃗ − ν⃗ ⊗ [(∇s ν⃗)∇s f ] 在Γ .

证明 沿用注记 8(ii) 中的记号 ∇s = (∂s1 , . . . , ∂sd)
⊺，并记 ν⃗ = (ν1, . . . , νd)

⊺，则待证
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结论等价于：对所有 i, j ∈ {1, . . . , d}，有

∂sj ∂si f − ∂si ∂sj f = [(∇s ν⃗)∇s f ]i νj − [(∇s ν⃗)∇s f ]j νi 在Γ , (6)

为此，按 (4) 将 f 延拓至 Γ 的一个邻域。由 (5)，在 Γ 上有 ∂si(∇ f . ν⃗) = 0。因此，利
用注记 8(iii)，可算得对所有 i, j = 1, . . . , d，

∂si ∂sj f = ∂si (∂j f − (∇ f . ν⃗) νj) = ∂si ∂j f = ∂i ∂j f − (∇ ∂j f . ν⃗) νi .

再将 ν⃗ 类似地按 (4) 延拓至 Γ 的邻域，便由 (5) 得 ∂j ν⃗ = ∂sj ν⃗；结合 Schwarz 定
理可得

0 = ∂sj (∇ f . ν⃗) = ∂j (∇ f . ν⃗)− (∇ (∇ f . ν⃗) . ν⃗) νj

= ∇ ∂j f . ν⃗ +∇ f . ∂j ν⃗ − (∇ (∇ f . ν⃗) . ν⃗) νj = ∇ ∂j f . ν⃗ +∇s f . ∂sj ν⃗ .

将以上各式与 Schwarz 定理及引理 12(ii) 合并，得到

∂sj ∂si f − ∂si ∂sj f = (∇s f . ∂si ν⃗) νj − (∇s f . ∂sj ν⃗) νi

= (∇s f .∇s νi) νj − (∇s f .∇s νj) νi

= [(∇s ν⃗)∇s f ]i νj − [(∇s ν⃗)∇s f ]j νi .

这便证明了 (6)。

引理 16 设 Γ 为具有法向量场 ν⃗ 的可定向 C3 超曲面。则有

∇s κ = −∆s ν⃗ − |∇s ν⃗|2 ν⃗ 在Γ .

证明 采用引理 15 证明中的记号，由引理 12(ii)、引理 15、引理 13(i) 及引理 12(i)
可得，对于 j = 1, . . . , d，

∆s νj =

d∑
i=1

∂si ∂si νj =

d∑
i=1

∂si ∂sj νi

=

d∑
i=1

(
∂sj ∂si νi − [(∇s ν⃗)∇s νi]i νj + [(∇s ν⃗)∇s νi]j νi

)
= ∂sj (∇s . ν⃗)− νj

d∑
i=1

|∇s νi|2 + (∇s νj) .

d∑
i=1

(∇s νi) νi

= ∂sj (∇s . ν⃗)− νj |∇s ν⃗|2 + (∇s νj) . (∇s ν⃗)
⊺
ν⃗ = −∂sj κ − νj |∇s ν⃗|2 .
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由此即得结论。

2.3 散度定理
定义 17

(i) 对于 1 ≤ n ≤ d 和 k ≥ 1，若对每个点 p⃗ ∈ Γ，以下条件之一成立，则称子集
Γ ⊂ Rd 为 n 维带边界 Ck 曲面。

(a) 存在 p⃗ 的开邻域 V ⊂ Rd 和双射的 Ck 映射 X⃗ : U → V ∩ Γ，其中 U ⊂ Rn

为连通开集，且 X⃗ 的 Jacobian 矩阵 ∇ X⃗ : U → Rd×n 在 U 上满秩。
(b) 存在连通开集 U ⊂ Rn、V ⊂ Rd，满足 0⃗ ∈ U、p⃗ ∈ V，以及单射的 Ck 映

射 X⃗ : U → Rd，使得 X⃗(⃗0) = p⃗，且

X⃗(U ∩ (Rn−1 × R≥0)) = V ∩ Γ .

(ii) (a) 和 (b) 中的映射 X⃗ : U → Rd 称为 Γ 的局部参数化。在后一情形下，称 X⃗ 为
Γ 的局部边界参数化。

(iii) 若 n = d− 1，则称 Γ 为带边界超曲面。

注记 18

(i) Γ 的边界点是指 Γ 上满足定义中第二个条件的点。所有边界点构成的集合称为 Γ

的边界，记为 ∂Γ。
(ii) 若 Γ 为 n 维带边界曲面，则其边界 ∂Γ 或为空集，或为 (n − 1) 维无边界曲面，

详见Agricola and Friedrich (2002, §3.1)。
(iii) 若 ∂Γ 为空集，则称 Γ 为无边界曲面。若 Γ 还为紧集，则称 Γ 为闭曲面。这里

注意到，定义 17 蕴含任何有界超曲面都是紧的。3

(iv) 第 2.1 节和第 2.2 节中的所有定义与结论均针对 p⃗ ∈ Γ \ ∂Γ 陈述。不过，对带边
界曲面，它们容易推广至 p⃗ ∈ ∂Γ，只需作如下改动：在定义 2 中，对局部边界参
数化 X⃗，将 U 替换为 U ∩ (Rn−1 × R≥0)；注记 8(i) 中亦作相应替换。此外，在
定义 5(i) 中，取曲线 y⃗ : (−1, 0] → Γ 或 y⃗ : [0, 1) → Γ，并在 (∂τ⃗ f)(p⃗) 的定义中
取自然的单侧极限。

定义 19 设 Γ 为 Rd 中的 n 维 C1 曲面，f : Γ → R 为函数，X⃗ : U → Γ 为 Γ \ ∂Γ 的
3译注：此句沿用底本。仅有局部参数化条件与有界性不足以推出紧性；还须有作为 Euclid 空间子集的

闭性等适当假设。
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局部参数化。回顾 (2)，对所有使 f ◦ X⃗ 可积的函数 f，定义∫
X⃗(U)

f dHn =

∫
U

f ◦ X⃗√
g dLn , (7)

其中 Ln 为 n 维 Lebesgue 测度。对于 Γ 的局部边界参数化 X⃗，在 (7) 中将 U 替换
为 U ∩ (Rn−1 × R≥0)。积分

∫
Γ
f dHn 通过单位分解和定义 (7) 定义，详见Amann

and Escher (2009, §XII.1)。由 Hn(Γ) =
∫
Γ
1 dHn 定义的诱导测度称为 Rd 中的 n 维

Hausdorff 测度。

定义 20 对于带边界 C1 超曲面 Γ，当 p⃗ ∈ ∂Γ 时，切空间 Tp⃗ ∂Γ 为 (d− 2) 维，Tp⃗ Γ

为 (d− 1) 维，且 Tp⃗ ∂Γ ⊂ Tp⃗ Γ。因而可唯一选取向量 µ⃗(p⃗) ∈ Tp⃗ Γ，称为外单位余法
向量，使得

(i) |µ⃗(p⃗)| = 1,
(ii) µ⃗(p⃗) ∈ Np⃗ ∂Γ,

(iii) Γ 上存在曲线 y⃗ : (−1, 0] → Γ，满足 y⃗(0) = p⃗ 和 y⃗ ′(0) = µ⃗(p⃗)。

以下超曲面上散度定理的推广将被频繁使用。

定理 21 设 Γ 为具有法向量场 ν⃗ 的紧可定向 C2 超曲面，并设 f⃗ ∈ [C1(Γ)]d。则有∫
Γ

∇s . f⃗ + κ f⃗ . ν⃗ dHd−1 =

∫
∂Γ

f⃗ . µ⃗ dHd−2 ,

其中 µ⃗ 为 ∂Γ 的外单位余法向量。

证明 对于切向量场 f⃗，这是熟知的结论，此时不出现 κ f⃗ . ν⃗。这一特例可仿照 Rd

中平直区域的情形在曲面上证明，参见例如 Amann and Escher (2009, §XII.3) 或
Agricola and Friedrich (2002, §3.8)。对于非切向量场 f⃗，定义切向量场

h⃗ = f⃗ − (f⃗ . ν⃗) ν⃗

利用引理 7(i)、∇s (f⃗ . ν⃗) 与 ν⃗ 正交这一事实以及引理 13(i)，可算得

∇s . h⃗ = ∇s . f⃗ − (f⃗ . ν⃗)∇s . ν⃗ = ∇s . f⃗ + κ f⃗ . ν⃗ .

对 h⃗ 应用散度定理，并注意到 h⃗ . µ⃗ = f⃗ . µ⃗，便得到定理的结论。

注记 22

(i) 以下分部积分公式是定理 21、引理 7(i)以及定义 5(ii)的直接推论。设 f ∈ C2(Γ)
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和 η ∈ C1(Γ)，则有∫
Γ

η∆s f +∇s f .∇s η dHd−1 =

∫
∂Γ

η∇s f . µ⃗ dHd−2 .

(ii) 此外，对于 f ∈ C1(Γ)，在定理 21 中取 f⃗ = f e⃗i、i = 1, . . . , d，并应用引理 7(i)，
得到 Gauss–Green 公式∫

Γ

∇s f + f κ ν⃗ dHd−1 =

∫
∂Γ

f µ⃗ dHd−2 ,

(iii) 设 f⃗ ∈ [C2(Γ)]d 和 η⃗ ∈ [C1(Γ)]d。由 (i) 及注记 6(iii) 得∫
Γ

η⃗ .∆s f⃗ +∇s f⃗ : ∇s η⃗ dHd−1 =

∫
∂Γ

η⃗ . (∇s f⃗) µ⃗ dHd−2 .

注意到，对于对称矩阵 A ∈ Rd×d 和任意 B ∈ Rd×d，在 Γ 上均有 PΓ APΓ : B =

PΓ APΓ : 1
2 PΓ (B +B

⊺
)PΓ，进一步得到∫

Γ

η⃗ .
(
∇s . Ds(f⃗)

)
+Ds(f⃗) : Ds(η⃗) dHd−1 =

∫
∂Γ

η⃗ . Ds(f⃗) µ⃗ dHd−2 ,

这里使用了定义 5(vii)，以及定理 21、引理 7(iv) 和注记 6(iv)。
(iv) 下列恒等式对于构造曲率驱动演化方程的数值逼近至关重要。设 η⃗ ∈ [C1(Γ)]d，

由 (iii)、引理 13(ii)、引理 9(i) 及定义 20 可得∫
Γ

κ η⃗ . ν⃗ +∇s i⃗d : ∇s η⃗ dHd−1 =

∫
∂Γ

η⃗ . µ⃗ dHd−2 .

(v) 对于 Weingarten 映射的数值逼近（参见定义 10(i)），以下恒等式颇有用处。设
η ∈ [C1(Γ)]d×d。在定理 21 中取 f⃗ = η

⊺
ν⃗，并利用引理 7(iv)，可得∫

Γ

∇s ν⃗ : η + ν⃗ . [κ η ν⃗ +∇s . η] dHd−1 =

∫
∂Γ

ν⃗ . η µ⃗ dHd−2 .
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2.4 演化曲面与输运定理
本文主要关心演化超曲面。现考虑在时间区间 [0, T ] 内演化的超曲面，并定义演

化超曲面的概念。

定义 23

(i) 对于 k ≥ 1，设 (Γ(t))t∈[0,T ] 为一族 Ck 超曲面（带边界或无边界）。若集合

GT =
⋃

t∈[0,T ]

(Γ(t)× {t})

是 Rd+1 中的带边界 Ck 超曲面，且对所有 (p⃗, t) ∈ GT 均有 T(p⃗,t) GT 6= Rd×{0}，
则称其为 Ck 演化超曲面。我们常将 GT 与 (Γ(t))t∈[0,T ] 等同，并也称后者为 Ck

演化超曲面。
(ii) 设 GT 为 C1 演化超曲面，(p⃗0, t0) ∈ GT。假设 GT 上存在连续向量场 ν⃗ : GT → Rd，

使 ν⃗(·, t)为 Γ(t)的单位法向量。进一步，对某个 δ > 0，设 y⃗ : (t0−δ, t0+δ) → Rd

为 Rd 中的一条光滑曲线，满足 y⃗(t) ∈ Γ(t) 和 y⃗(t0) = p⃗0。则 Γ(t0) 在 p⃗0 处的法
向速度定义为

V(p⃗0, t0) = ν⃗(p⃗0, t0) . y⃗
′(t0) .

(iii) 设 GT 为满足 (ii) 中假设的 Ck 演化超曲面，则称 GT 为 Ck 可定向演化超曲面。

注记 24 设 GT 为 C1 可定向演化超曲面。

(i) 对所有 (p⃗, t) ∈ GT 成立的条件 T(p⃗,t) GT 6= Rd × {0}，保证了定义 23(ii) 中曲线
y⃗ 的存在，参见注记 6(i)。

(ii) 容易证明 V 与曲线 y⃗ 无关。事实上，注意到 (y⃗′(t0), 1) ∈ T(p⃗0,t0) GT。因此，若
以 {τ⃗1, . . . , τ⃗d−1} 表示 Tp⃗0

Γ(t0) 的一组基，则 {(τ⃗1, 0), . . . , (τ⃗d−1, 0), (y⃗
′(t0), 1)}

是 T(p⃗0,t0) GT 的一组基。由定义 23(ii) 得 y⃗′(t0) = V(p⃗0, t0) ν⃗(p⃗0, t0)+
∑d−1

i=1 αi τ⃗i

其中 αi ∈ R、i = 1, . . . , d − 1 适当，因而 (V(p⃗0, t0) ν⃗(p⃗0, t0), 1) ∈ T(p⃗0,t0) GT。
此外，存在唯一向量 (ω⃗, 1) ∈ T(p⃗0,t0) GT 使 ω⃗ 与 ν⃗(p⃗0, t0) 平行。因此有 ω⃗ =

V(p⃗0, t0) ν⃗(p⃗0, t0)，从而 V(p⃗0, t0) 与 y⃗ 无关。
(iii) 此外，(1 + V2)−

1
2 (ν⃗,−V) 是 GT 上的连续法向量场，故 GT 是 Rd+1 中的可定向

超曲面。
(iv) 若 GT 为 C2 演化超曲面，则更容易证明 V 与曲线 y⃗ 无关。为此，在 GT 的一个

小邻域上选取 C1 函数 f，使其在 GT 上满足 f = 0，且对所有 (z⃗, t) ∈ GT 均有
(∇ f)(z⃗, t) 6= 0⃗。f(·, t) 可以取为到 Γ(t) 的有符号距离函数 dΓ(·, t)，参见 (3)。对
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于定义 23(ii) 中的曲线 y⃗，可算得

0 =
d
dt f(y⃗(t), t) = (∇ f)(y⃗(t), t) . y⃗′(t) + (∂t f)(y⃗(t), t) .

由于 ν⃗ = ∇ f/|∇ f |，得到

V(p⃗0, t0) = ν⃗(p⃗0, t0) . y⃗
′(t0) = −

(
∂t f

|∇ f |

)
(p⃗0, t0) ,

其中右端与 y⃗ 无关。

通常，我们考虑由以下整体参数化给出的演化超曲面。

定义 25 设 GT 为 Ck 演化超曲面，Υ 为 Rd 中的 Ck 超曲面，满足 k ≥ 1。

(i) 若 Ck 映射 x⃗ : Υ× [0, T ] → Rd 对所有 t ∈ [0, T ] 均使 x⃗(·, t) 成为从 Υ 到 Γ(t) 的
微分同胚，则称其为 GT 的整体参数化。

(ii) 由参数化 x⃗ 诱导的 Γ(t) 在 GT 上的全速度定义为

V⃗(x⃗(q⃗, t), t) = (∂t x⃗)(q⃗, t) ∀ (q⃗, t) ∈ Υ× [0, T ] .

(iii) 由参数化 x⃗ 诱导的 Γ(t) 在 GT 上的切向速度定义为

V⃗T = PΓ V⃗ 在Γ(t) ,

参见 (1)。
(iv) 定义 Γ(t) 的形变率张量为

Ds(V⃗) 在Γ(t) ,

参见定义 5(vii)。

注记 26

(i) 对于定义 23(ii) 中定义的可定向演化超曲面 GT 的法向速度，有

V = V⃗ . ν⃗ 在GT .

因而
V⃗ = V ν⃗ + V⃗T 在GT .

这里强调，V 与参数化 x⃗ 无关，而 V⃗T 显然依赖于参数化。
(ii) Ds(V⃗) 称为“形变率张量”，是因为它描述了 Γ(t) 在 x⃗ 诱导的运动下如何发生局

部形变。下文的引理 30 将对此给出严格表述。
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GT 上的速度场 V⃗ 具有以下性质。为简化记号，本节及下文常将 Γ(t)×{t} 与 Γ(t)

等同。

引理 27 设 GT 为 C2 可定向演化超曲面，其整体参数化诱导速度场 V⃗。

(i) 有
∇s . V⃗ = −V κ +∇s . V⃗T 在Γ(t) .

(ii) 此外，有
∇s V⃗ = V ∇s ν⃗ + ν⃗ ⊗∇s V +∇s V⃗T 在Γ(t) .

(iii) 最后，形变率张量满足

Ds(V⃗) = V ∇s ν⃗ + 1
2 (PΓ ∇s V⃗T + (∇s V⃗T)

⊺
PΓ) 在Γ(t) .

证明 注 意 到 V⃗(·, t) ∈
[C1(Γ(t))]d 及注记 26(i)，所需结论由引理 14 直接得到。

同时考虑定义 17意义下的 Γ(t)的局部参数化，往往也很方便。为此，设 φ⃗ : U → Rd

为 Υ 的局部参数化，其中 U ⊂ Rd−1 为连通开集，则

X⃗(t) = x⃗(·, t) ◦ φ⃗ 于U , t ∈ [0, T ] , (8)

给出 Γ(t) 的一个局部参数化。

下面定义函数 f : GT → R 的时间导数。由于对不同的时刻 t，点 p⃗ 未必位于 Γ(t)

上，因此不能直接将 f(p⃗, t) 对 t 求导。对 t 求导时，必须使点 p⃗ 随之运动，故时间导
数的定义存在一定的不唯一性。

定义 28 设 GT 为具有整体参数化 x⃗ : Υ × [0, T ] → Rd 的 C1 演化超曲面，并设
f ∈ C1(GT )。

(i) 表达式
(∂◦

t f)(x⃗(q⃗, t), t) =
d
dt f(x⃗(q⃗, t), t) ∀ (q⃗, t) ∈ Υ× [0, T ]

是 f 在 Γ(t) 上沿参数化 x⃗(·, t) 的时间导数，也称为 x⃗ 诱导的物质导数。
(ii) f 在 Γ(t) 上的法向时间导数定义为

∂□
t f = ∂◦

t f − V⃗T .∇s f .

注记 29

(i) 量 ∂◦
t f 依赖于参数化 x⃗。此外，Γ(t) 上有 V⃗ = ∂◦

t i⃗d，U 中有 V⃗ ◦ X⃗ = ∂t X⃗。

以下讨论假设已将 f 延拓至 GT 的一个邻域。
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(ii) 有
∂◦
t f = ∂t f + V⃗ .∇ f 在Γ(t) ,

其中 ∇ f 表示延拓函数 f 在 Rd 中的梯度。
(iii) 此外，有

∂□
t f = ∂t f + V ν⃗ .∇ f 在Γ(t) .

由注记 24(ii)，特别可知 ∂□
t f 与 x⃗ 无关。事实上，∂□

t f 是 f 沿方向 (V ν⃗, 1) 的
导数，其中向量 (V ν⃗, 1) 是演化曲面 GT 的时空切向量。也就是说，

∂□
t f = ∂(V ν⃗,1) f 在GT ,

参见定义 5(i)。
(iv) 取满足 y⃗(t) ∈ Γ(t) 和 y⃗ ′(t) = (V ν⃗) ◦ y⃗ 的曲线 t 7→ y⃗(t) ∈ Rd，由 (iii) 得

(∂□
t f)(y⃗(t), t) =

d
dt f(y⃗(t), t) .

对于随时间变化的度量张量 (gij(t))i,j=1,...,d−1，有以下引理。与注记 8(i) 类似，
该张量由

gij(t) = ∂i X⃗(t) . ∂j X⃗(t) 于U , (9)

定义，其中 X⃗(t) = x⃗(·, t) ◦ φ⃗，参见 (8)。为简化记号，本节及下文常略去对 t 的依赖。

引理 30 设 GT 为 C2 演化超曲面，其整体参数化 x⃗ 诱导速度场 V⃗，并由 (9) 定义度
量张量。则有

∂t gij = 2 ((Ds(V⃗) ◦ X⃗) ∂i X⃗) . ∂jX⃗ 于U ,

其中 Ds(V⃗) 为形变率张量，参见定义 25(iv)。

证明 引入简写 ∂⃗i = ∂i X⃗、i = 1, . . . , d−1，并回顾注记 29(i)，在 U 中有 V⃗ ◦X⃗ = ∂t X⃗。
利用注记 6(iii) 可算得

∂t gij = ∂t (∂i X⃗ . ∂j X⃗) = ∂i (V⃗ ◦ X⃗) . ∂⃗j + ∂⃗i . ∂j (V⃗ ◦ X⃗)

= ((∇s V⃗) ◦ X⃗ ∂⃗i) . ∂⃗j + ∂⃗i . (∇s V⃗) ◦ X⃗ ∂⃗j

= (∇s V⃗ + (∇s V⃗)
⊺
) ◦ X⃗ ∂⃗i . ∂⃗j .

由于 ∂⃗i 和 ∂⃗j 均沿切向，结论随之成立。

为计算面积的第一变分，须确定面积元 √
g 如何随时间演化，参见定义 19。下一

个引理讨论这一问题。

引理 31 设 GT 为 C2 可定向演化超曲面，其整体参数化 x⃗ 诱导速度场 V⃗，并由 (9)
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定义度量张量。则有

∂t
√
g = (∇s . V⃗) ◦ X⃗

√
g = (−V κ +∇s . V⃗T) ◦ X⃗

√
g 于U ,

其中
g(t) = det ((gij(t))i,j=1,...,d−1) .

证明 对于 G(t) = (gij(t))i,j=1,...,d−1，行列式求导的 Jacobi 公式（参见例如 Eck
et al. (2017, 引理 5.3)）给出

∂t detG(t) = detG(t) tr
(
G−1(t) ∂t G(t)

)
.

由于 g(t) = detG(t) 且 G(t) 对称，由引理 30 的证明可得

∂t
√
g = ∂t

√
detG = 1

2

√
g tr

(
G−1 ∂t G

)
= 1

2

√
g G−1 : ∂t G

= 1
2

√
g

d−1∑
i,j=1

gij ∂t gij =
√
g

d−1∑
i,j=1

gij ∂i (V⃗ ◦ X⃗) . ∂j X⃗

=
√
g (∇s . V⃗) ◦ X⃗ ,

其中最后一步使用了注记 8(i)。第二个恒等式是引理 27(i) 的直接推论。

现在可以证明演化超曲面的输运定理，它是后文许多论证的关键。

定理 32 设 GT 为紧的 C2 可定向演化超曲面，其整体参数化诱导速度场 V⃗，并设
f ∈ C1(GT )。则有

d
dt

∫
Γ(t)

f dHd−1 =

∫
Γ(t)

(∂◦
t f + f ∇s . V⃗) dHd−1

=

∫
Γ(t)

(∂◦
t f + f ∇s . V⃗T − f V κ) dHd−1

=

∫
Γ(t)

(∂□
t f − f V κ) dHd−1 +

∫
∂Γ(t)

f V⃗ . µ⃗ dHd−2 ,

其中 µ⃗ 为 ∂Γ 的外单位余法向量。

证明 首先考虑支集包含于单个随时间变化的局部参数化 X⃗(t) = x⃗(·, t) ◦ φ⃗ 的像中的
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f，参见 (8)。此时由定义 19、定义 28(i) 及引理 31 可算得

d
dt

∫
Γ(t)

f dHd−1 =
d
dt

∫
x⃗(φ⃗(U),t)

f dHd−1

=
d
dt

∫
U

f(x⃗(φ⃗(u⃗), t), t)
√
g dLd−1

=

∫
U

(∂◦
t f + f ∇s . V⃗) ◦ X⃗

√
g dLd−1

=

∫
Γ(t)

(∂◦
t f + f ∇s . V⃗) dHd−1 .

利用单位分解即可证明结论中的第一个恒等式。第二个恒等式由引理 27(i) 得到。再由
定理 21 和定义 20 注意到∫

Γ(t)

∇s . (f V⃗T) dHd−1 = −
∫

Γ(t)

κ f V⃗T . ν⃗ dHd−1 +

∫
∂Γ(t)

f V⃗T . µ⃗ dHd−2

=

∫
∂Γ(t)

f V⃗ . µ⃗ dHd−2 .

结合定义 28(ii) 和引理 7(i)，便得到最后一个恒等式。

对于运动区域，也有如下输运定理。

定理 33 设 GT 为紧的 C2 可定向演化超曲面，对 t ∈ [0, T ]，Γ(t) 为区域 Ω(t) ⊂ Rd

的边界。假设 ν⃗(t) 是 Ω(t) 在 Γ(t) 上的外单位法向量，且 f ∈ C1(OT )，其中

OT =
⋃

t∈[0,T ]

(Ω(t)× {t}) .

则有
d
dt

∫
Ω(t)

f dLd =

∫
Ω(t)

∂t f dLd +

∫
Γ(t)

f V dHd−1 . (10)

证明 证明可见 Prüss and Simonett (2016, Chapter 2)。若运动区域由速度场 V⃗O :

OT → Rd 输运，且在 GT 上有 V⃗O . ν⃗ = V，则可仿照定理 32 证明本定理。另一种证
明是对 (10) 积分，并应用时空中的散度定理，参见例如 Eck et al. (2017, §7.3)。
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Γ(t)

Ω−(t)
ν⃗(t)

Ω+(t)

图 1: d = 2 时区域 Ω 的示意图。

注记 34 若运动区域 OT 由速度场 V⃗O : OT → Rd 输运，则得到 Reynolds 输运定理

d
dt

∫
Ω(t)

f dLd =

∫
Ω(t)

∂t f dLd +

∫
Γ(t)

f V⃗O . ν⃗ dHd−1

=

∫
Ω(t)

∂t f +∇ . (f V⃗O) dLd ,

这里使用了 Rd 中的散度定理，并再次假设 ν⃗(t) 是 Ω(t) 在 Γ(t) 上的外单位法向量。

利用定理 33，还可证明两相运动区域的输运定理。为此，设 Ω ⊂ Rd 为固定有界
区域，GT 为紧的 C2 可定向演化超曲面，满足 Γ(t) ⊂ Ω；对所有 t ∈ [0, T ]，Γ(t) 围
成区域 Ω−(t) ⊂ Ω，且 Γ(t) = ∂Ω−(t)。设 Ω+(t) = Ω \ Ω−(t)，以 ν⃗(t) 表示 Ω−(t) 在
Γ(t) 上的外法向量，见图 1。有

Ω = Ω−(t) ∪ Ω+(t) , Ω−(t) ∩ Ω+(t) = Γ(t) , ∂Ω+(t) = Γ(t) ∪ ∂Ω .

现设
O±,T =

⋃
t∈[0,T ]

(Ω±(t)× {t}) ,

并给定 f± : O±,T → R，使每个 f± 均可连续延拓至 O±,T。将 f : O−,T ∪O+,T → R
定义为

f(·, t) = f−(·, t)XΩ−(t) + f+(·, t)XΩ+(t) ∀ t ∈ [0, T ] , (11)
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其中，本节及下文以 XA 表示集合 A 的特征函数，并令

[f ]+−(z⃗, t) = lim
y⃗→z⃗

y⃗∈Ω+(t)

f(y⃗, t)− lim
y⃗→z⃗

y⃗∈Ω−(t)

f(y⃗, t) ∀ (z⃗, t) ∈ GT . (12)

由此得到以下结论。

定理 35 设 GT ⊂ Ω× [0, T ] 为紧的 C2 可定向演化超曲面，对 t ∈ [0, T ]，Γ(t) 为区域
Ω−(t) ⊂ Rd 的边界。假设 ν⃗(t)是 Ω−(t)在 Γ(t)上的外单位法向量，且 f± ∈ C1(O±,T )。
则对于 (11) 中定义的 f，有

d
dt

∫
Ω

f dLd =

∫
Ω−(t)

∂t f dLd +

∫
Ω+(t)

∂t f dLd −
∫

Γ(t)

[f ]+− V dHd−1 .

证明 结论由定理 33 直接得到。

注记 36 自然地将 (12) 推广至向量值的量。例如，若 (11) 中定义的 f 可连续延拓至
Ω× [0, T ]，且每个 ∇ f± 均可连续延拓至 O±,T，则定义

[∂ν⃗ f ]
+
−(z⃗, t) = lim

y⃗→z⃗
y⃗∈Ω+(t)

(∇ f+)(y⃗, t) . ν⃗(z⃗, t)− lim
y⃗→z⃗

y⃗∈Ω−(t)

(∇ f−)(y⃗, t) . ν⃗(z⃗, t)

∀ (z⃗, t) ∈ GT . (13)

对于这样的 f，在 Rd 中分部积分立即得到：对所有 η ∈ C1(Ω)，有∫
Ω−(t)∪Ω+(t)

η∆ f dLd

=

∫
∂Ω

η ∂ν⃗Ω
f dHd−1 −

∫
Γ(t)

η [∂ν⃗ f ]
+
− dHd−1 −

∫
Ω

∇ f .∇ η dLd

其中 ν⃗Ω 表示 Ω 在 ∂Ω 上的外单位法向量。

2.5 法向量的时间导数
我们还经常需要法向量的时间导数。有关结论列于以下引理。

引理 37 设 GT 为 C2 可定向演化超曲面。

(i) 设 V⃗ 为 GT 的整体参数化所诱导的速度场，则有

∂◦
t ν⃗ = −(∇s V⃗)

⊺
ν⃗ 在Γ(t) .
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(ii) ν⃗ 的法向时间导数满足

∂□
t ν⃗ = −∇s V 在Γ(t) .

证明 (i) 对于 p⃗ ∈ Γ(t)，其中 p⃗ = x⃗(φ⃗(u⃗, t), t) = X⃗(u⃗, t)（参见 (8)），通过 τ⃗i(p⃗) =

∂i X⃗(u⃗, t)、i = 1 . . . , d−1定义切空间 Tp⃗ Γ(t)的一组基 {τ⃗1, . . . , τ⃗d−1}。再由注记 29(i)
回顾 V⃗ ◦ X⃗ = ∂t X⃗，便有

∂◦
t τ⃗i = ∂t [(∂i X⃗) ◦ X⃗−1] = [∂i (∂t X⃗)] ◦ X⃗−1 = [∂i (V⃗ ◦ X⃗)] ◦ X⃗−1 = ∂τ⃗i V⃗

= (∇s V⃗) τ⃗i 在Γ(t) ,

其中最后一步使用了注记 6(iii)。由于 ν⃗ . τ⃗i = 0，对于 i = 1, . . . , d− 1，有

(∂◦
t ν⃗) . τ⃗i = −ν⃗ . ∂◦

t τ⃗i = −ν⃗ . ((∇s V⃗) τ⃗i) = −((∇s V⃗)
⊺
ν⃗) . τ⃗i 在Γ(t) .

又由于 {τ⃗1, . . . , τ⃗d−1} 是切空间 Tp⃗ Γ(t) 的一组基，利用 (∂◦
t ν⃗) . ν⃗ = 1

2 ∂
◦
t |ν⃗|2 = 0 以及

ν⃗ . (∇s V⃗)
⊺
ν⃗ = (∇s V⃗) ν⃗ . ν⃗ = 0 这一事实（参见注记 6(iii)），得到

∂◦
t ν⃗ = −(∇s V⃗)

⊺
ν⃗ 在Γ(t) .

(ii) 设 x⃗ 为 GT 的任意整体参数化，所诱导的速度场为 V⃗。利用定义 28(ii)、引理 12、
(i) 的结论及引理 7(ii)，可算得

∂□
t ν⃗ = ∂◦

t ν⃗ − (∇s ν⃗) V⃗T = ∂◦
t ν⃗ − (∇s ν⃗)

⊺ V⃗T = −(∇s V⃗)
⊺
ν⃗ − (∇s ν⃗)

⊺ V⃗T

= −(∇s V⃗)
⊺
ν⃗ − (∇s ν⃗)

⊺ V⃗ = −∇s (V⃗ . ν⃗) = −∇s V 在Γ(t) .

2.6 平均曲率的时间导数
为计算依赖于平均曲率的能量的第一变分，例如借助定理 32 进行计算，需要曲率

时间导数的表达式。

首先给出时间导数与曲面微分算子的以下交换关系。

引理 38 设 GT 为 C2 可定向演化超曲面，其整体参数化诱导速度场 V⃗；设 f : GT → R、
f⃗ : GT → Rd 为 C1 函数。则有以下结论：

(i)
∂◦
t ∇s f −∇s ∂

◦
t f = [∇s V⃗ − 2Ds(V⃗)]∇s f 在Γ(t) .
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(ii)
∂◦
t ∇s f⃗ −∇s ∂

◦
t f⃗ = (∇s f⃗) [∇s V⃗ − 2Ds(V⃗)]

⊺
在Γ(t) .

(iii)
∂◦
t (∇s . f⃗)−∇s . (∂

◦
t f⃗) = [∇s V⃗ − 2Ds(V⃗)] : ∇s f⃗ 在Γ(t) .

证明 (i) 将 f 延拓至 GT 的一个邻域，使从 Γ(t) 得到的延拓沿 ν⃗ 方向为常值，参见
(4)。由 (5) 及引理 37(i)，在 Γ(t) 上有

0 = ∂◦
t (∇ f . ν⃗) = ∂◦

t (∇s f . ν⃗) = (∂◦
t ∇s f) . ν⃗ +∇s f . ∂◦

t ν⃗

= (∂◦
t ∇s f) . ν⃗ − (∇s f) . (∇s V⃗)

⊺
ν⃗ = (∂◦

t ∇s f) . ν⃗ − ((∇s V⃗)∇s f) . ν⃗ .

由于 ∇s ∂
◦
t f 沿切向，得到

(∂◦
t ∇s f −∇s ∂

◦
t f) . ν⃗ = ((∇s V⃗)∇s f) . ν⃗ .

下面确定 ∂◦
t ∇s f −∇s ∂

◦
t f 的切向分量，参见 (1)。利用 (5)、注记 6(v)、注记 29(ii)、

注记 8(iii)、引理 7(ii) 及注记 6(iii)，可算得

PΓ (∂
◦
t ∇s f −∇s ∂

◦
t f) = PΓ ∂

◦
t ∇ f −∇s ∂

◦
t f

= PΓ (∂t ∇ f + (∇2 f) V⃗)−∇s (∂t f + V⃗ .∇ f)

= PΓ (∂t ∇ f + (∇2 f) V⃗)− PΓ ∇ ∂t f −∇s (V⃗ .∇ f)

= PΓ (∇2 f) V⃗ − (∇s V⃗)
⊺ ∇ f − PΓ

d∑
i=1

V⃗ . e⃗i ∇ ∂i f

= −(∇s V⃗)
⊺ ∇s f .

合并以上各式，并利用定义 5(vii) 和注记 6(v)，得到

∂◦
t ∇s f −∇s ∂

◦
t f = PΓ (∂

◦
t ∇s f −∇s ∂

◦
t f) + (Id − PΓ) (∂

◦
t ∇s f −∇s ∂

◦
t f)

= −(∇s V⃗)
⊺ ∇s f + (Id − PΓ) (∇s V⃗)∇s f = [∇s V⃗ − 2Ds(V⃗)]∇s f ,

即为所需结论。
(ii) 由 (i) 和注记 6(iii)，对于 i = 1, . . . , d，有

(∂◦
t ∇s f⃗ −∇s ∂

◦
t f⃗)

⊺
e⃗i = (∂◦

t ∇s −∇s ∂
◦
t ) (f⃗ . e⃗i)

= [∇s V⃗ − 2Ds(V⃗)] (∇s f⃗)
⊺
e⃗i ,

这便证明了所需结论。
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(iii) 利用 (ii) 及引理 7(v) 可算得

∂◦
t (∇s . f⃗)−∇s . (∂

◦
t f⃗) = tr

(
∂◦
t (∇s f⃗)−∇s (∂

◦
t f⃗)

)
= tr

(
(∇s f⃗) [∇s V⃗ − 2Ds(V⃗)]

⊺)
= [∇s V⃗ − 2Ds(V⃗)] : ∇s f⃗ ,

由此得到所需结论。

现在可得到平均曲率的时间导数公式。

引理 39 设 GT 为 C3 可定向演化超曲面。

(i) 设 V⃗T 为 GT 的整体参数化所诱导的切向速度场，则有

∂◦
t κ = ∆s V + V |∇s ν⃗|2 + V⃗T .∇s κ 在Γ(t) .

(ii) 平均曲率的法向时间导数满足

∂□
t κ = ∆s V + V |∇s ν⃗|2 在Γ(t) .

证明 (i) 由引理 13(i)、引理 38(iii)、引理 37(i)、引理 27(ii)、(iii) 及引理 12 得

∂◦
t κ = −∂◦

t (∇s . ν⃗) = −∇s . (∂
◦
t ν⃗)− [∇s V⃗ − 2Ds(V⃗)] : ∇s ν⃗

= ∇s . ((∇s V⃗)
⊺
ν⃗) + V |∇s ν⃗|2 +∇s V⃗T : ∇s ν⃗

= ∇s . (∇s V + (∇s V⃗T)
⊺
ν⃗) + V |∇s ν⃗|2 +∇s V⃗T : ∇s ν⃗ .

由于 V⃗T . ν⃗ = 0，由引理 7(ii) 及引理 12(ii) 得 (∇s V⃗T)
⊺
ν⃗ =−(∇s ν⃗) V⃗T，因而引理 7(i)

给出

∂◦
t κ = ∆s V −∇s . ((∇s ν⃗) V⃗T) + V |∇s ν⃗|2 +∇s V⃗T : ∇s ν⃗

= ∆s V − (∆s ν⃗) . V⃗T −∇s ν⃗ : ∇s V⃗T + V |∇s ν⃗|2 +∇s V⃗T : ∇s ν⃗

= ∆s V − (∆s ν⃗) . V⃗T + V |∇s ν⃗|2 .

结合引理 16 便得所需结论。
(ii) 选取 GT 的任意整体参数化，设其诱导的切向速度场为 V⃗T，则结论由 (i) 及定
义 28(ii) 得到。
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2.7 Gauss–Bonnet定理
当 d = 3 时，可考虑超曲面 Γ 上的曲线 g。对于 R3 中的任意曲线，可定义曲

率向量
κ⃗g = i⃗dss 在 g , (14)

其中 ∂2
s 表示在 γ 上关于弧长的二阶导数。注意，(14) 在曲线的参数化改变时保持

不变。

后文需要 Gauss–Bonnet 定理，其中在 g = ∂Γ ⊂ Γ 的特殊情形下使用了 (14)。

定理 40 (Gauss–Bonnet) 设 Γ 为 R3 中的紧可定向 C2 超曲面。则有∫
Γ

K dH2 = 2π m(Γ) +

∫
∂Γ

κ⃗∂Γ . µ⃗ dH1 ,

其中 µ⃗ 为 ∂Γ 的外单位余法向量，m(Γ) ∈ Z 为 Γ 的 Euler 示性数。

Euler 示性数的定义以及 Gauss–Bonnet 公式的证明可参阅 Kühnel (2015, §4F)。





第三章 参数有限元

本章讨论利用参数有限元对曲率驱动演化方程作数值逼近所需的主要概念。熟悉
这些概念的读者，以及更关心本文具体有限元逼近的读者，可略过本章，直接阅读下
文感兴趣的相应章节。

3.1 多面体曲面
为逼近光滑曲面，我们采用如下多面体曲面。利用多面体曲面逼近超曲面曲率驱

动演化的思想可追溯至 Dziuk (1991)。

定义 41

(i) 对于 1 ≤ n ≤ d，若子集 Γh ⊂ Rd 是有限个闭的非退化 n 单形之并，且任意两个
单形的交或为空集，或为公共的 k 单形，其中 0 ≤ k < n，则称其为 n 维多面体
曲面，可带边界，也可无边界。

(ii) 若 n = d− 1，则称 Γh 为多面体超曲面。
(iii) 若 n = 1，则称 Γh 为多边形曲线。

注记 42

(i) 将多面体曲面 Γh 视为 C0 曲面，其边界按定义 17 定义，记为 ∂Γh。当然，∂Γh

是所有这样的 (n− 1) 单形之并：在组成 Γh 的 n 单形中，恰有一个单形的边界
包含该单形。若 ∂Γh 为空集，则称 Γh 为闭多面体曲面。

(ii) 对于带边界多面体超曲面 Γh，Γh 的外余法向量在 ∂Γh 上几乎处处有定义，局部
使用定义 20 即可。
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(iii) 为定义多面体曲面的几何量及其上的有限元空间，通过剖分定义 Γh 往往较为方
便。为此，自此以后，令 n 维多面体曲面由

Γh =

J⋃
j=1

σj ,

给出，其中 {σj}Jj=1 是一族互不相交的（相对）开 n 单形；对于 i 6= j，σi ∩ σj

或为空集，或为 σi 与 σj 的一个公共 k 单形，其中 0 ≤ k < n。为供后文使用，
以 {q⃗k}Kk=1 表示 Γh 的顶点，并假设 σj 的顶点为 {q⃗j,k}n+1

k=1，其中 j = 1, . . . , J。

定义 43 设 Γh =
⋃J

j=1 σj 为注记 42(iii) 所述的 n 维多面体曲面，顶点为 {q⃗k}Kk=1。

(i) 将 Γh 上连续分片线性函数的有限元空间定义为

V (Γh) = {χ ∈ C(Γh) : χ|σj
对 j = 1, . . . , J 为仿射的} ,

V (Γh) = [V (Γh)]d , V (Γh) = [V (Γh)]d×d .

以 {ϕΓh

k }Kk=1 表示 V (Γh) 的标准基，即

ϕΓh

i (q⃗j) = δij , i, j = 1, . . . ,K .

此外，以 πΓh : C(Γh) → V (Γh) 表示标准插值算子，即

πΓh η =

K∑
k=1

η(q⃗k)ϕ
Γh

k ∀ η ∈ C(Γh) ,

并类似地定义 π⃗Γh : [C(Γh)]d → V (Γh)。
(ii) 将 Γh 上的分片常值函数空间定义为

Vc(Γ
h) = {χ ∈ L∞(Γh) : χ|σj

对 j = 1, . . . , J 为常数} ,

V c(Γ
h) = [Vc(Γ

h)]d , V c(Γ
h) = [Vc(Γ

h)]d×d .

(iii) 以 〈·, ·〉Γh 表示 Γh 上的 L2 内积，以 | · |Γh 表示相应的 L2 范数；并将这些定义
推广至任意 n 维分片 C1 曲面 Γ。对于可在 {σj}Jj=1 的边上发生跳跃的分片连续
函数 u, v ∈ L∞(Γh)，引入质量集中内积 〈·, ·〉hΓh：

〈u, v〉hΓh =
1

n+ 1

J∑
j=1

Hn(σj)

n+1∑
k=1

(u v)((q⃗j,k)−) , (15)
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其中 u((q⃗)−) = lim
σj∋p⃗→q⃗

u(p⃗)。定义 (15) 自然推广至向量值和张量值函数。再令

|u|hΓh =
(
〈u, u〉hΓh

) 1
2

, (16)

它在 V (Γh) 上定义了由 (15) 诱导的范数。将 (16) 推广至向量值函数，便得到
V (Γh) 上的范数。

注记 44 由定义 43 可得

〈η, 1〉hΓh = 〈πΓh η, 1〉Γh ∀ η ∈ C(Γh) .

3.1.1 定向 为讨论多面体超曲面的定向，先定义 Rd 中的楔积。

定义 45 设 v⃗1, . . . , v⃗d−1 ∈ Rd。则楔积

z⃗ = v⃗1 ∧ · · · ∧ v⃗d−1

是满足如下条件的唯一向量 z⃗ ∈ Rd：对所有 b⃗ ∈ Rd，均有 b⃗ . z⃗ = det(⃗v1, . . . , v⃗d−1, b⃗)。

注记 46

(i) 在 R3 中，楔积是两个向量的通常叉积；在 R2 中，则是将一个向量逆时针旋转
π
2 所得的向量。

(ii) 楔积 v⃗1 ∧ · · · ∧ v⃗d−1 与 (d − 1) 个向量 v⃗1, . . . , v⃗d−1 中的每一个均垂直，其长度
等于这些向量所张成的平行多面体的体积。

(iii) 顶点为 {q⃗k}dk=1 的 (d− 1) 单形 σ 的测度可由下式计算：

Hd−1(σ) =
1

d− 1
|(q⃗2 − q⃗1) ∧ · · · ∧ (q⃗d − q⃗1)| .

回顾 Matveev (2006, p. 20) 中可定向多面体超曲面的定义。

定义 47 若可以一致地给单形 {σj}Jj=1 定向，则称多面体超曲面 Γh =
⋃J

j=1 σj 可定
向。例如，对各个 σj、j = 1, . . . , J 的顶点选取次序 {q⃗j,k}dk=1，使得在构成 (d− 2) 单
形的非空交集 σi ∩ σj 上，由 σi 和 σj 诱导的两个定向彼此相反。

注记 48 对于 R3 中的多面体超曲面，为每个三角形选取沿其边界绕行的方向，就给
定了该三角形的定向，并给其每条边赋予一个方向。若能使两个相邻三角形在公共边
上诱导的方向总是相反，则该曲面可定向。R3 中不可定向多面体超曲面的一个例子是
Möbius 带的三角剖分。当然，当 d = 2 时，所考虑的是多边形曲线，它们总是可定
向的。

定义 49 设可定向多面体超曲面 Γh 由 Γh =
⋃J

j=1 σj 给出，对每个 σj，其中 j =
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1, . . . , J，其顶点 {q⃗j,k}dk=1 均已一致排序。于是，按下式定义一致的分片常值单位法
向量 ν⃗h ∈ V c(Γ

h)：

ν⃗h =
(q⃗j,2 − q⃗j,1) ∧ · · · ∧ (q⃗j,d − q⃗j,1)

|(q⃗j,2 − q⃗j,1) ∧ · · · ∧ (q⃗j,d − q⃗j,1)|
在σj ,

j = 1, . . . , J，参见定义 45。

注记 50 当然，改变 Γh 的定向会改变 ν⃗h 的符号。对本文介绍的大多数逼近而言，法
向量的选取并不重要。在 ν⃗h 的符号对结果有关键影响的情形下，我们将明确说明其
选取。

定义 51 设 Γh 为具有单位法向量 ν⃗h 的可定向多面体超曲面。定义顶点法向量
ω⃗h ∈ V (Γh) 为 ν⃗h 到 V (Γh) 的质量集中 L2 投影，即

〈
ω⃗h, φ⃗

〉h
Γh =

〈
ν⃗h, φ⃗

〉
Γh ∀ φ⃗ ∈ V (Γh) . (17)

注记 52 容易看出，对于 k = 1, . . . ,K，有

ω⃗h(q⃗k) =
1

Hd−1(Λk)

∑
σj∈Tk

Hd−1(σj) ν⃗
h
|σj

, (18)

其中
Λk =

⋃
σj∈Tk

σj 和 Tk = {σj : q⃗k ∈ σj} .

特别地，可将 ω⃗h(q⃗k) 理解为 Γh 在顶点 q⃗k 处的加权法向量。由 (15) 和 (17) 可得

〈
χ ω⃗h, φ⃗

〉h
Γh =

〈
χ ν⃗h, φ⃗

〉h
Γh ∀ χ ∈ V (Γh) , φ⃗ ∈ V (Γh) . (19)

合并 (19) 与 (17)，得到

〈
ω⃗h, φ⃗

〉h
Γh =

〈
ν⃗h, φ⃗

〉h
Γh =

〈
ν⃗h, φ⃗

〉
Γh ∀ φ⃗ ∈ V (Γh) . (20)

3.1.2 多边形曲线 当 Γh 为多边形曲线时，上述定义大多显著简化。给定闭多边
形曲线 Γh =

⋃J
j=1 σj，可以利用周期单位区间 I = R/Z 上的有限元函数参数化 Γh。

定义 53 设 I =
⋃J

j=1 Ij 由节点 qj = j h、h = J−1 分解为区间 Ij = [qj−1, qj ]，其中
j = 0, . . . , J。利用 R/Z 的周期性，即 qJ = q0、qJ+1 = q1，依此类推。

(i) 将 I 中周期连续分片线性函数的有限元空间定义为

V h(I) = {χ ∈ C(I) : χ|Ij 对 j = 1, . . . , J 为仿射的} ,



§3.1 多面体曲面 33

V h(I) = [V h(I)]d .

(ii) 以 〈·, ·〉I 表示 I 上的 L2 内积。对于可在节点 {qj}Jj=1 处发生跳跃的分片连续函
数 u, v ∈ L∞(I)，引入 I 上的质量集中内积：

〈u, v〉hI = 1
2 h

J∑
j=1

[
(u v)(q−j ) + (u v)(q+j−1)

]
.

注记 54 给定闭多边形曲线 Γh =
⋃J

j=1 σj，现在可以找到满足 Γh = X⃗h(I) 的函数
X⃗h ∈ V h(I)。则有以下性质。

(i) 由注记 8(i)，对于 j = 1, . . . , J，有

(∇s f) ◦ X⃗h = ∂s (f ◦ X⃗h) X⃗h
s 于 Ij ,

(∇s . f⃗) ◦ X⃗h = ∂s (f⃗ ◦ X⃗h) . X⃗h
s 于 Ij ,

其中 X⃗h
s = ∂s X⃗

h，∂s = |∂1 X⃗h|−1 ∂1 表示对 Γh 的弧长求导。自此以后，使用简
写 X⃗h

ρ = ∂1 X⃗
h，即 ρ ∈ I 充当参数化变量。

(ii) 有
〈f, 1〉Γh =

〈
f ◦ X⃗h, |X⃗h

ρ |
〉
I
和 〈f, 1〉hΓh =

〈
f ◦ X⃗h, |X⃗h

ρ |
〉h
I
.

(iii) 对于按定义 49 及注记 46(i) 定义的 Γh 上的法向量 ν⃗h，当 σj = [q⃗hj,1, q⃗
h
j,2] =

[X⃗h(qj−1), X⃗
h(qj)] 时，有

ν⃗h ◦ X⃗h = −(X⃗h
s )

⊥ 于 Ij , (21)

其中 j = 1, . . . , J。这里，作用于 R2 的 ·⊥ 表示顺时针旋转 π
2。

(iv) 为得到定义 51中 Γh上顶点法向量 ω⃗h的简单表达式，令 h⃗j = X⃗h(qj)−X⃗h(qj−1)，
其中 j = 1, . . . , J + 1；由定义 41(i)，它们均非零。于是 (21) 化为

(ν⃗h ◦ X⃗h)|Ij = ν⃗hj = −
h⃗⊥
j

|⃗hj |
j = 1, . . . , J + 1 .

再由 (18)，得到加权顶点法向量

ω⃗h(X⃗h(qj)) =
|⃗hj | ν⃗hj + |⃗hj+1| ν⃗hj+1

|⃗hj |+ |⃗hj+1|
= −

(
h⃗j + h⃗j+1

)⊥
|⃗hj |+ |⃗hj+1|

= −

(
X⃗h(qj+1)− X⃗h(qj−1)

)⊥
|⃗hj |+ |⃗hj+1|

j = 1, . . . , J . (22)
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3.2 稳定性估计
引理 55 设 Γh =

⋃J
j=1 σj 为二维多面体曲面。则对于 j = 1, . . . , J，有

1
2

∫
σj

|∇s X⃗|2 dH2 ≥ H2(X⃗(σj)) ∀ X⃗ ∈ V (Γh) (23)

当 X⃗ = i⃗d|
Γh

∈ V (Γh) 时取等号。

证明 注意到 (23) 中的被积函数均为常值。特别地，由定义 5(iv)，对于 X⃗ ∈ V (Γh)，
有

∇s X⃗ =

2∑
i=1

(∂τ⃗i X⃗)⊗ τ⃗i 和 |∇s X⃗|2 =

2∑
i=1

|∂τ⃗i X⃗|2 在σj , (24a)

因而

∇s i⃗d =

2∑
i=1

τ⃗i ⊗ τ⃗i 和 |∇s i⃗d|2 = 2 在σj , (24b)

其中 {τ⃗1, τ⃗2} 为 σj 的切平面的一组标准正交基。此外，有

H2(X⃗(σj)) =

∫
σj

√
g dH2 , (25)

其中，与 (7) 和 (2) 类似，

g = det
(
∂τ⃗i X⃗ . ∂τ⃗j X⃗

)
i,j=1,2

= |∂τ⃗1 X⃗|2 |∂τ⃗2 X⃗|2 −
(
∂τ⃗1 X⃗ . ∂τ⃗2 X⃗

)2
.

再注意到
√
g ≤ |∂τ⃗1 X⃗| |∂τ⃗2 X⃗| ≤ 1

2

(
|∂τ⃗1 X⃗|2 + |∂τ⃗2 X⃗|2

)
, (26)

且取等号当且仅当 ∂τ⃗1 X⃗ . ∂τ⃗2 X⃗ = 0 和 |∂τ⃗1 X⃗| = |∂τ⃗2 X⃗|。合并 (24)、(25) 与 (26)，便
立即得到所需结论 (23)。

注记 56 对于满足 n 6= 2 的 n 维多面体曲面，引理 55 那样的结论不成立。此时

Hn(X⃗(σj)) =

∫
σj

√
g dHn ,

其中 g = det
(
∂τ⃗i X⃗ . ∂τ⃗j X⃗

)
i,j=1,...,n

，{τ⃗1, . . . , τ⃗n} 为 σj 的切空间的一组标准正交基；
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它关于 X⃗ 按 n 次幂缩放。而

|∇s X⃗|2 =

n∑
i=1

∣∣∣∂τ⃗i X⃗∣∣∣2
按二次幂缩放。因此，简单的尺度分析表明，不可能存在常数 c0，使得

c0

∫
σj

|∇s X⃗|2 dHn ≥ Hn(X⃗(σj)) ∀ X⃗ ∈ V (Γh) .

这说明引理 55 中的估计仅适用于二维多面体曲面。

尽管有上面的注，我们仍能证明以下关键的稳定性界。后文将在 n = 1 和 n = 2

两种情形下广泛使用它。

引理 57 设 Γh =
⋃J

j=1 σj 为 n 维多面体曲面，X⃗ ∈ V (Γh)。当 n = 1 时，有

〈
∇s X⃗,∇s (X⃗ − i⃗d)

〉
Γh

≥ H1(X⃗(Γh))−H1(Γh) +
∣∣∣|∇s X⃗| − 1

∣∣∣2
Γh

.

此外，当 n = 2 时，有〈
∇s X⃗,∇s (X⃗ − i⃗d)

〉
Γh

≥ H2(X⃗(Γh))−H2(Γh) + 1
2

∣∣∣∇s (X⃗ − i⃗d)
∣∣∣2
Γh

.

证明 对于 n = 2，由引理 55 可得〈
∇s X⃗,∇s (X⃗ − i⃗d)

〉
Γh

= 1
2

[∣∣∣∇s X⃗
∣∣∣2
Γh

−
∣∣∣∇s i⃗d

∣∣∣2
Γh

+
∣∣∣∇s (X⃗ − i⃗d)

∣∣∣2
Γh

]
≥ H2(X⃗(Γh))−H2(Γh) + 1

2

∣∣∣∇s (X⃗ − i⃗d)
∣∣∣2
Γh

.

对于 n = 1，令 h⃗j = q⃗j,2− q⃗j,1，并类似地令 h⃗X⃗
j = X⃗(q⃗j,2)−X⃗(q⃗j,1)，其中 j = 1, . . . , J。

采用 Dziuk (1999b, 定理 2) 中的思路，由 Cauchy–Schwarz 不等式得

〈
∇s X⃗,∇s (X⃗ − i⃗d)

〉
Γh

=

J∑
j=1

[
|⃗hX⃗

j |2 − h⃗X⃗
j . h⃗j

|⃗hj |

]

=

J∑
j=1

[
(|⃗hX⃗

j | − |⃗hj |)2 + |⃗hX⃗
j | |⃗hj | − h⃗X⃗

j . h⃗j

|⃗hj |
+ |⃗hX⃗

j | − |⃗hj |

]
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≥
J∑

j=1

|⃗hX⃗
j | − |⃗hj |+

(
|⃗hX⃗

j |
|⃗hj |

− |⃗hj |
|⃗hj |

)2

|⃗hj |


= H1(X⃗(Γh))−H1(Γh) +

∣∣∣|∇s X⃗| − 1
∣∣∣2
Γh

. (27)

引理 57 的结论适用于半隐式时间离散。对于全隐式离散，需要如下结论。

引理 58 设 Γh =
⋃J

j=1 σj 为多边形曲线，X⃗ ∈ V (Γh)。则有〈
∇s i⃗d,∇s (i⃗d − X⃗)

〉
Γh

≥ H1(Γh)−H1(X⃗(Γh)) .

证明 沿用引理 57 证明中的记号，有

〈
∇s i⃗d,∇s (i⃗d − X⃗)

〉
Γh

=

J∑
j=1

[
|⃗hj |2 − h⃗j . h⃗

X⃗
j

|⃗hj |

]

≥
J∑

j=1

[
|⃗hj | − |⃗hX⃗

j |
]
= H1(Γh)−H1(X⃗(Γh)) .

注记 59 对于满足 n > 1 的 n 维多面体曲面，与引理 58 类似的结论不成立。为说
明这一点，构造如下反例。设 Γh 由单个 n 单形组成，{τ⃗1, . . . , τ⃗n} 为 Γh 的切空间的
一组标准正交基。现选取 X⃗ ∈ V (Γh)，使 ∂τ⃗1 X⃗ = α τ⃗1 及 ∂τ⃗i X⃗ = ε τ⃗i、i = 2, . . . , n

成立，其中 α, ε ∈ R>0。则有 Hn(X⃗(Γh)) =
∫
Γh

√
det
(
∂τ⃗i X⃗ . ∂τ⃗j X⃗

)
i,j=1,...,n

dHn =

α εn−1 Hn(Γh)。此外，在 Γh 上有 |∇s i⃗d|2 = n 和 ∇s i⃗d : ∇s X⃗ = α+ (n− 1) ε，因而〈
∇s i⃗d,∇s (i⃗d − X⃗)

〉
Γh

≥ Hn(Γh)−Hn(X⃗(Γh))

等价于 n − (α + (n − 1) ε) ≥ 1 − α εn−1，进而等价于 (n − 1) (1 − ε) ≥ α (1 − εn−1)。
取 ε ∈ (0, 1) 和 α > (n− 1) 1−ε

1−εn−1，便得到矛盾。
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3.3 曲率逼近
给定多面体超曲面 Γh =

⋃J
j=1 σj，由定义 5 显然可知，一阶微分算子在 Γh 上几

乎处处有定义，例如可作用于 V (Γh) 或 V (Γh) 中的函数。二阶算子则不然。

因此，须以适当方式定义离散曲率逼近。以下均假设 Γh 为闭超曲面。

一种方式是按下式定义离散 Laplace–Beltrami 算子 ∆Γh

s : V (Γh) → V (Γh)：

〈
∆Γh

s χ, ζ
〉h
Γh

= −〈∇s χ,∇s ζ〉Γh ∀ ζ ∈ V (Γh) , (28)

这是注记 22(i) 的离散对应。照例，对于 χ⃗ ∈ V (Γh)，按分量定义 ∆Γh

s χ⃗。于是，曲率
向量的一种可能逼近为 κ⃗h = ∆Γh

s i⃗d，参见引理 13(ii)；即 κ⃗h ∈ V (Γh) 为下列问题的唯
一解： 〈

κ⃗h, η⃗
〉h
Γh = −

〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γh

∀ η⃗ ∈ V (Γh) . (29)

当然，κ⃗h 既给出了平均曲率的逼近，也给出了一种顶点法向方向；该方向一般不同于
定义 51 所定义的方向。

对某些特殊的多面体超曲面，平均曲率还可采用另一种定义。

定义 60 设 Γh 为具有单位法向量 ν⃗h 的闭可定向多面体超曲面。若存在 κh ∈ V (Γh)，
使 〈

κh ν⃗h, η⃗
〉h
Γh = −

〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γh

∀ η⃗ ∈ V (Γh) . (30)

则称其为共形多面体超曲面。

注记 61

(i) 对于共形多面体超曲面 Γh，(29) 中的 κ⃗h 与定义 51 中的 ω⃗h 所定义的两个顶点
法向方向一致，即这两个向量在 Γh 的每个顶点处均平行。特别地，由 (19) 可得

π⃗Γh

[
κh ω⃗h

]
= κ⃗h .

(ii) Barrett et al. (2008b, §4.1) 指出，当 d = 3 时，(i) 中的几何性质意味着 Γh 的剖
分具有良好的网格质量。当 d = 2 时，任何共形多边形曲线均具有弱等分布性质，
见以下定理。

定理 62 设 Γh 为定义 60 意义下 R2 中的闭共形多边形曲线。则 Γh 上任意两个相邻
单元或长度相等，或彼此平行。

证明 选取满足 Γh = X⃗h(I)的 X⃗h ∈ V h(I)。由注记 54及定义 60，存在 κh ∈ V h(I)，
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使 〈
κh ω⃗h ◦ X⃗h, η⃗ |X⃗h

ρ |
〉h
I
= −

〈
X⃗h

s , η⃗s |X⃗h
ρ |
〉
I

∀ η⃗ ∈ V h(I) . (31)

采用注记 54(iv) 中的记号，固定 j ∈ {1, . . . , J}，则须证明

|⃗hj | = |⃗hj+1| 若 h⃗j ∦ h⃗j+1 . (32)

由定义 41(i)，⃗hj 与 h⃗j+1 均非零。若 h⃗j + h⃗j+1 = 0⃗，则 (32) 直接成立；否则，由 (22)
有

ω⃗h(X⃗h(qj)) = −

(
X⃗h(qj+1)− X⃗h(qj−1)

)⊥
|⃗hj |+ |⃗hj+1|

.

因此，在 (31) 中选取 η⃗ ∈ V h(I)，使对于 i = 1, . . . , J，有

η⃗(qi) = δij

(
X⃗h(qj+1)− X⃗h(qj−1)

)
= δij

(
h⃗j + h⃗j+1

)
,

，则得到

0 =

(
h⃗j+1

|⃗hj+1|
− h⃗j

|⃗hj |

)
.
(
h⃗j + h⃗j+1

)
=

|⃗hj+1| − |⃗hj |
|⃗hj | |⃗hj+1|

(
|⃗hj | |⃗hj+1| − h⃗j . h⃗j+1

)
.

若 h⃗j 与 h⃗j+1 不平行，Cauchy–Schwarz 不等式便蕴含 |⃗hj | = |⃗hj+1|。

对于不满足定义 60 中特殊性质的多面体超曲面，可如下引入离散平均曲率：求
(X⃗, κh) ∈ V (Γh)× V (Γh)，使得

〈
X⃗ − i⃗d, χ ν⃗h

〉h
Γh

= 0 ∀ χ ∈ V (Γh) , (33a)〈
κh ν⃗h, η⃗

〉h
Γh +

〈
∇s X⃗,∇s η⃗

〉
Γh

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γh) . (33b)

注记 63

(i) 方程组 (33) 可视为 (30) 的线性化；在某种意义上，我们容许通过沿切向移动顶
点，使 Γh 发生微小形变。

(ii) 若 (i⃗d|
Γh
, κh) ∈ V (Γh) × V (Γh) 满足 (33)，则 κh 满足 (30)，因而 Γh 为共形多

面体超曲面。

在一个较弱的假设下，方程组 (33) 存在唯一解。

假设 64 设 Γh 为可定向多面体超曲面，具有单位法向量 ν⃗h 与顶点法向量 ω⃗h ∈
V (Γh)。

(i) 设 dim span{ω⃗h(q⃗k)}Kk=1 = d。
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(ii) 设 ω⃗h(q⃗k) 6= 0⃗、k = 1, . . . ,K。

注记 65 假设 64(i) 意味着 Γh 的离散顶点法向量张成整个空间 Rd。由 (17) 可知，假
设 64(i) 等价于 dim

{∫
Γh χ ν⃗h dHd−1 : χ ∈ V (Γh)

}
= d。显然，仅在极少数情形下假

设 64 不成立。例如，对于无自交的曲面 Γh，该假设总成立。

引理 66 设 Γh 满足假设 64，则 (33) 存在唯一解 (X⃗, κh) ∈ V (Γh)× V (Γh)。

证明 由于 (33) 是线性方程组，且未知量个数等于方程个数，只需证明唯一性。因此
考虑齐次方程组，并设 (X⃗0, κ0) ∈ V (Γh)× V (Γh) 满足

〈
X⃗0, χ ν⃗h

〉h
Γh

= 0 ∀ χ ∈ V (Γh) , (34a)〈
κ0 ν⃗

h, η⃗
〉h
Γh +

〈
∇s X⃗0,∇s η⃗

〉
Γh

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γh) . (34b)

在 (34a) 中取 χ = κ0 ∈ V (Γh)，在 (34b) 中取 η⃗ = X⃗0 ∈ V (Γh)，得 |∇s X⃗0|2Γh = 0。
从而 X⃗0 为常值，即在 Γh 上有 X⃗0 = X⃗c，其中 X⃗c ∈ Rd。特别地，在 (34b) 中取
η⃗ = π⃗Γh [κ0 ω⃗

h]，由 (19) 和 (16) 得

0 =
〈
κ0 ω⃗

h, κ0 ω⃗
h
〉h
Γh =

(∣∣κ0 ω⃗
h
∣∣h
Γh

)2
,

因而 π⃗Γh [κ0 ω⃗
h] = 0⃗。假设 64(ii) 进而给出 κ0 = 0。此外，由 (34a) 及 (20) 得

0 =
〈
X⃗c, χ ν⃗h

〉h
Γh

=
〈
X⃗c, χ ν⃗h

〉
Γh

= X⃗c .

∫
Γh

χ ν⃗h dHd−1 ∀ χ ∈ V (Γh) ,

因此，由假设 64(i) 及注记 65 得 X⃗c = 0⃗。由此证明了 (33) 存在唯一解 (X⃗, κh) ∈
V (Γh)× V (Γh)。

借助 Weingarten 映射的逼近，还可得到其他离散曲率逼近，参见定义 10 及引
理 12。特别地，利用注记 22(v)，得到以下对 ∇s ν⃗ 的离散化；该方法源于 Heine (2004,
(3.2))。给定闭多面体超曲面 Γh 以及曲率向量逼近 κ⃗h ∈ V (Γh)，求 Wh ∈ V (Γh)，使
得 〈

Wh, χ
〉
Γh = −

〈
κ⃗h, χ ν⃗h

〉
Γh −

〈
ν⃗h,∇s . χ

〉
Γh ∀ χ ∈ V (Γh) . (35a)

例如，κ⃗h 可由 (29) 定义，也可通过不作质量集中的 (29) 定义，后者对应于 Heine
(2004, (3.1)) 的选取。注意到，Wh 未必对称，而 ∇s ν⃗ 对称，参见引理 12(ii)。对 ∇s ν⃗

的另一种逼近，是将 (35a) 替换为

〈
Wh, χ

〉h
Γh = − 1

2

〈
ν⃗h, (χ+ χ

⊺
) κ⃗h +∇s . (χ+ χ

⊺
)
〉h
Γh

∀ χ ∈ V (Γh) , (35b)
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由此得到 (Wh)
⊺
= Wh。例如，Barrett et al. (2017b, (4.12b)) 中即考虑了这种逼近。

Barrett et al. (2008d) 使用了 (35a) 的一个略作修改的版本，具体如下：给定 Γh

和平均曲率逼近 κh ∈ V (Γh)，求 Wh ∈ V (Γh)，使得

〈
Wh, χ

〉h
Γh = −

〈
κh ν⃗h, χ ν⃗h

〉h
Γh −

〈
ν⃗h,∇s . χ

〉
Γh ∀ χ ∈ V (Γh) . (35c)

最后，∇s ν⃗ 的分片常值逼近可定义为

∇s ω⃗
h ∈ V c(Γ

h) 和 ∇s

(
π⃗Γh

ω⃗h

|ω⃗h|

)
∈ V c(Γ

h) , (35d)

其中后者显然需要假设 64(ii) 成立；例如 Barrett et al. (2008d) 中已采用了这一逼近。
注意到，(35d) 中的两种逼近一般均不对称。

注记 67 对于曲线情形 d = 2，采用第 3.1.2 节的记号，令 Γh = X⃗h(I)，其中
X⃗h ∈ V h(I) 插值 x⃗，且 Γ = x⃗(I)。Deckelnick and Dziuk (2009, 引理 2.2) 证明，对于
光滑的 Γ，(29) 中的逼近 κ⃗h 在 [L2(I)]2 中以 O(h) 阶逼近 Γ 的真实曲率向量 κ⃗。遗
憾的是，对于 d = 3 的情形，Heine (2004) 证明了 (29) 和 (35a) 在一般网格上不收敛，
亦见 Hildebrandt et al. (2006)。从Barrett et al. (2008d, §4.2.1) 的数值实验中可得到
类似结论，这些结论也适用于 (35b) 和 (35c)。不过，逼近 (35d) 和 (33) 在实际计算
中表现较好；关于与其密切相关的逼近，分别参见Barrett et al. (2008d) 中的表 2、5
和表 3、6。此外，对 Γ 和 κ⃗ 的高阶分片多项式逼近，可以证明收敛性，参见Heine
(2004)。尽管对连续分片线性函数，(29) 可能不收敛，但将这种逼近用于几何流的逼近
时，却可以得到收敛性；例如参见下文第 4.7.1 节。

3.4 演化多面体曲面与输运定理
现定义演化超曲面、其速度场与物质导数的离散对应。更多细节可参阅 Dziuk and

Elliott (2013, §5.4)。

定义 68

(i) 设 (Γh(t))t∈[0,T ] 为一族多面体超曲面，每个 Γh(t) 均具有注记 42(iii) 所述形式
的剖分，其中 J 和 K 固定不变，且每个顶点 q⃗k 的位置均为时间的 C1 函数，其
中 k = 1, . . . ,K。于是，集合

Gh
T =

⋃
t∈[0,T ]

(Γh(t)× {t})

称 为 演 化 多 面 体 超 曲 面。 我 们 常 将 Gh
T 与
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(Γh(t))t∈[0,T ] 等同，并也称后者为演化多面体超曲面。
(ii) Γh(t) 在 Gh

T 上的速度定义为

V⃗h(z⃗, t) =

K∑
k=1

[
d
dt q⃗k(t)

]
ϕ
Γh(t)
k (z⃗) ∀ (z⃗, t) ∈ Gh

T ,

这里沿用定义 43(i) 中的记号。
(iii) 定义有限元空间

V (Gh
T ) = {χ ∈ C(Gh

T ) : χ(·, t) ∈ V (Γh(t)) ∀ t ∈ [0, T ]}

以及 V (Gh
T ) = [V (Gh

T )]
d。

(iv) 设 f ∈ L∞(Gh
T )，且对于 j = 1, . . . , J，有 f ∈ C1(Sh

j,T )，其中

Sh
j,T =

⋃
t∈[0,T ]

(σj(t)× {t})

是 C1 演化超曲面。对于 j ∈ {1, . . . , J}，设 x⃗ : Υ× [0, T ] → Rd 为 Sh
j,T 的整体

参数化，使得 x⃗(·, t) : Υ → σj(t) 为仿射函数。于是，f 的离散时间导数定义为

∂◦,h
t f = ∂◦

t f 在Sh
j,T ,

参见定义 28(i)。
(v) 定义有限元空间

VT (Gh
T ) = {χ ∈ V (Gh

T ) : ∂
◦,h
t χ ∈ C(Gh

T )}

及 V T (Gh
T ) = [VT (Gh

T )]
d，其中的函数是 Gh

T 上具有连续物质导数的有限元函数。

注记 69

(i) 引入简写 ϕh
k(·, t) = ϕ

Γh(t)
k ，则有

∂◦,h
t ϕh

k = 0 在Gh
T , k = 1, . . . ,K .

(ii) 一般而言，离散物质导数 ∂◦,h
t f 仅在 Gh

T 上分片定义。不过，(i) 的一个直接推论
是：对于 χ ∈ V (Gh

T )，若 χ(q⃗k(·), ·) ∈ C1([0, T ])、k = 1, . . . ,K，则有

(∂◦,h
t χ)(z⃗, t) =

K∑
k=1

[
d
dt χ(q⃗k(t), t)

]
ϕ
Γh(t)
k (z⃗) ∀ (z⃗, t) ∈ Gh

T ,
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即可以为 ∂◦,h
t χ 选取连续的表示，从而 χ ∈ VT (Gh

T )。
(iii) 有 V⃗h ∈ V (Gh

T )，且在 Gh
T 上有 V⃗h = ∂◦,h

t i⃗d。
(iv) 将 f 延拓至 Sh

j,T 的一个邻域，其中 j = 1, . . . , J，便有

∂◦,h
t f = ∂t f + V⃗h .∇ f 在Sh

j,T ,

参见注记 29(ii)。

定理 70 设 Gh
T 为演化多面体超曲面，η, ζ ∈ VT (Gh

T )。

(i) 有

d
dt 〈η, ζ〉Γh(t) =

〈
∂◦,h
t η, ζ

〉
Γh(t)

+
〈
η, ∂◦,h

t ζ
〉
Γh(t)

+
〈
η ζ,∇s . V⃗h

〉
Γh(t)

.

(ii) 有

d
dt 〈η, ζ〉

h
Γh(t) =

〈
∂◦,h
t η, ζ

〉h
Γh(t)

+
〈
η, ∂◦,h

t ζ
〉h
Γh(t)

+
〈
η ζ,∇s . V⃗h

〉h
Γh(t)

.

证明 (i) 对 Γh(t) 的每个演化单形 σj(t) 应用输运定理（定理 32），并利用假设
η, ζ ∈ VT (Gh

T )，得到

d
dt 〈η, ζ〉Γh(t) =

d
dt

J∑
j=1

∫
σj(t)

η ζ dHd−1

=

J∑
j=1

∫
σj(t)

∂◦,h
t (η ζ) + η ζ∇s . V⃗h dHd−1

=
〈
∂◦,h
t η, ζ

〉
Γh(t)

+
〈
η, ∂◦,h

t ζ
〉
Γh(t)

+
〈
η ζ,∇s . V⃗h

〉
Γh(t)

.

(ii) 证明与 (i) 类似，可参阅 Barrett et al. (2015e, 引理 3.1)。

定理 71 设 Gh
T 为演化多面体超曲面，对 t ∈ [0, T ]，Γh(t) 为区域 Ωh(t) ⊂ Rd 的边界。

假设 ν⃗h(t) 是 Ωh(t) 在 Γh(t) 上的外单位法向量，且 f ∈ C1(Oh
T )，其中

Oh
T =

⋃
t∈[0,T ]

(Ωh(t)× {t}) .

则有
d
dt

∫
Ωh(t)

f dLd =

∫
Ωh(t)

∂t f dLd +
〈
f, V⃗h . ν⃗h

〉
Γh(t)

.

证明 采用 Lipschitz 区域散度定理的一个变体，仿照 Eck et al. (2017, §7.3) 即可得
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到结论。

3.5 演化多面体曲面的其他结论
下面陈述引理 37 和引理 38 的离散对应。

引理 72 设 Gh
T 为演化多面体超曲面，则有

∂◦,h
t ν⃗h = −(∇s V⃗h)

⊺
ν⃗h 几乎处处于Γh(t) .

证明 与定理 70(i) 的证明类似，对 Γh(t) 的每个演化单形 σj(t) 应用引理 37(i)
即可。

引理 73 设 Gh
T 为演化多面体超曲面，并设 η ∈ VT (Gh

T )、⃗η ∈ V T (Gh
T )。则有以下结论，其

中由定义 5(vii)回顾：在 Γh(t)上几乎处处有 Ds(V⃗h) = 1
2 PΓh (∇s V⃗h+(∇s V⃗h)

⊺
)PΓh。

(i)
∂◦,h
t ∇s η −∇s ∂

◦,h
t η = [∇s V⃗h − 2Ds(V⃗h)]∇s η 几乎处处于Γh(t) .

(ii)

∂◦,h
t ∇s η⃗ −∇s ∂

◦,h
t η⃗ = (∇s η⃗) [∇s V⃗h − 2Ds(V⃗h)]

⊺
几乎处处于Γh(t) .

(iii)

∂◦,h
t (∇s . η⃗)−∇s . (∂

◦,h
t η⃗) = [∇s V⃗h − 2Ds(V⃗h)] : ∇s η⃗ 几乎处处于Γh(t) .

证明 与定理 70(i)的证明类似，对 Γh(t)的每个演化单形 σj(t)应用引理 38即可。
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借助平均曲率流，最便于说明数值求解曲率驱动演化方程所需的基本思想。设
(Γ(t))t∈[0,T ] 是 Rd 中的一族演化闭超曲面，d ≥ 2；在每一时刻，考虑其总面积
|Γ(t)| = Hd−1(Γ(t))。本节只考虑闭曲面 Γ(t)，即紧致且无边界的曲面。由输运定理
（定理 32）得

d
dt |Γ(t)| = −〈κ,V〉Γ(t) , (36)

其中 κ 是 Γ(t) 的平均曲率，V 是其法向速度；回顾 〈·, ·〉Γ(t) 表示 Γ(t) 上的 L2 内积。
这里用到了 Γ(t) 无边界这一条件。由此可知，超曲面的几何演化律

V = κ 在Γ(t) (37)

使曲面面积以最速方式下降，故亦称为 |Γ(t)| 的 L2 梯度流；详见例如 Mantegazza
(2011); Garcke (2013)。这是最基本的曲率驱动演化律，其解析理论和数值方法均已有
深入研究；详见 Huisken (1984); Gage and Hamilton (1986); Giga (2006); Mantegazza
(2011); Garcke (2013)、Deckelnick et al. (2005a) 及其中所引文献。
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4.1 弱形式
本节以平均曲率流为例，介绍作者提出的超曲面曲率驱动演化律的逼近思想。这

些思想给出稳定的逼近方法，并且通常能够使逼近演化曲面的网格保持良好的质量。
后一性质至关重要：许多参数方法在演化过程中会出现网格退化，甚至导致相应算法
无法继续运行。本节的思想也将成为后文处理更复杂演化律的基础。此外，我们还将
本方法与文献中处理平均曲率流的其他方法作比较。

本方法以如下弱形式为基础。我们的目标是将演化律 V = κ 写成弱形式。为
此，首先注意到，对于整体参数化 x⃗ : Υ × [0, T ] → Rd 及其对应的可定向超曲面
Γ(t) = x⃗(Υ, t)（回顾定义 25），由注记 26(i) 及引理 13(ii)，演化律可写成

V⃗ . ν⃗ = κ , κ ν⃗ = ∆s i⃗d 在Γ(t) , (38)

回顾注记 22(iv)中第二个恒等式的弱形式，我们提出平均曲率流的如下弱形式。给定闭
超曲面 Γ(0)，求具有整体参数化及其诱导速度场 V⃗ 的演化超曲面 (Γ(t))t∈[0,T ]，以及 κ ∈
L2(GT )，使之满足：对几乎所有 t ∈ (0, T )，求 (V⃗(·, t),κ(·, t)) ∈ [L2(Γ(t))]d ×L2(Γ(t))

使得 〈
V⃗, χ ν⃗

〉
Γ(t)

− 〈κ, χ〉Γ(t) = 0 ∀ χ ∈ L2(Γ(t)) , (39a)

〈κ ν⃗, η⃗〉Γ(t) +
〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γ(t)

= 0 ∀ η⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d . (39b)

这里考虑的是闭曲面，故 (39b) 中没有边界项。采用 κ ν⃗ = ∆s i⃗d 的弱形式（39b）是
Dziuk (1991) 的核心思想；正是这一思想使得以分片光滑曲面逼近光滑曲面及其平均
曲率成为可能。最后，H1(Γ(t)) 表示通常的 Sobolev 空间，即 Γ(t) 上平方可积且曲面
梯度平方可积的函数所成的空间。曲面上的 Sobolev 空间可参阅 Wloka (1987, I §4)。

4.2 有限元逼近
给定初始多面体超曲面 Γ0，我们要构造多面体超曲面 Γm，m = 1, . . . ,M，使之

逼近平均曲率流的真实连续解 Γ(tm) 在各时刻 0 = t0 < t1 < . . . < tM = T 的值。这
些时刻构成时间区间 [0, T ] 的一个剖分，时间步长为

∆tm = tm+1 − tm , m = 0, . . . ,M − 1 . (40)
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源自 Dziuk (1991) 的一个思想，是借助参数化 X⃗m+1 : Γm → Rd 将 Γm+1 参数化在
Γm 上。回顾定义 43 中的有限元空间与内积，下面给出 Barrett et al. (2007b, 2008b)
中平均曲率流弱形式 (39) 的有限元逼近。

设闭多面体超曲面 Γ0 是 Γ(0) 的逼近。对 m = 0, . . . ,M − 1，求 (X⃗m+1, κm+1) ∈
V (Γm)× V (Γm) 使得

〈
X⃗m+1 − i⃗d

∆tm
, χ ν⃗m

〉h

Γm

−
〈
κm+1, χ

〉h
Γm = 0 ∀ χ ∈ V (Γm) , (41a)

〈
κm+1 ν⃗m, η⃗

〉h
Γm +

〈
∇s X⃗

m+1,∇s η⃗
〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) (41b)

并置 Γm+1 = X⃗m+1(Γm).

回顾定义 25(ii)，Γm 上的 X⃗m+1−i⃗d
∆tm

是 Γ(tm) 上的 V⃗ 的自然逼近。还应注意，虽
然原问题具有高度非线性，方程组（41）却是线性的，因而容易求解。这主要是因为
弱形式中通过面积元、法向量及曲面梯度出现的几何量均作显式处理。

注记 74 (带边界的曲面) 回顾：对于无边界的演化超曲面，(37) 是由 (36) 导出的
|Γ(t)| 的 L2 梯度流。若允许 ∂Γ(t) 非空，则须将 (36) 改为

d
dt |Γ(t)| = −

〈
κ ν⃗, V⃗

〉
Γ(t)

+
〈
V⃗, µ⃗

〉
∂Γ(t)

, (42)

其中 V⃗ 是演化超曲面的整体参数化所诱导的速度场，µ⃗(t) 是 ∂Γ(t) 上的外单位余法
向量；回顾定理 32。因此，只要选取边界条件使 (42) 的最后一项消失，(37) 就仍是
|Γ(t)| 的 L2 梯度流。最简单的此类边界条件是固定

∂Γ(t) = ∂Γ(0) ∀ t ∈ (0, T ] . (43)

逼近格式 (41) 很容易推广到这种情形：将 (41b) 中的空间 V (Γm) 换成

V D(Γ
m) =

{
η⃗ ∈ V (Γm) : η⃗ = 0⃗在 ∂Γm

}
, (44)

并求满足 X⃗m+1 − i⃗d|Γm ∈ V D(Γ
m) 的 X⃗m+1。更复杂的边界条件也可类似处理，例如

允许边界 ∂Γ(t) 沿某个给定固定区域的边界移动，同时规定接触角的情形。另一个相
关例子是超曲面簇的演化，其中若干曲面的边界须始终相互连接。通常所关心的是平
面中的三重点以及 R3 中的三重交线。本文的方法可自然地逼近这些情形，既适用于
平均曲率流，也适用于更一般的几何演化方程。有兴趣的读者可参阅系列论文Barrett
et al. (2007a,b, 2008c, 2010a,d)。

注记 75 (实现) 方程组 (41) 的实现并不困难。当 d = 2 时，可导出等价的有限差分形
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式，见下文 §4.3.1。当 d = 3 时，格式 (41) 既可直接在 MATLAB 之类的高级计算环
境中实现，也可在支持 R3 中二维超曲面上偏微分方程逼近的有限元工具包中实现。此
类工具包包括 ALBERTA，Schmidt and Siebert (2005)；Dune，Dedner et al. (2010)；
以及 FELICITY，Walker (2018)。这些工具包的一个优点是，格式的实现几乎与维数
无关，因而可以统一处理 d = 2 和 d = 3 两种情形。对于分片线性逼近 (41)，与 Rd−1

中平坦固定区域上的标准问题相比，差别仅在于：用于逼近偏微分方程的初始网格，其
顶点有 d 个坐标而非 d− 1 个坐标，并且每一时间步之后均须移动网格顶点。

初始网格可以从简单而粗的宏观三角剖分出发，利用所选有限元工具包的功能加
密并变换而得；也可以使用较完备的三维体网格生成器，提取所生成三维体网格的曲面
网格。此类体网格生成器包括 Gmsh，Geuzaine and Remacle (2009)；CGAL，Rineau
and Yvinec (2019)；TIGER，Walker (2013)；Cleaver，CIBC (2016)；以及 NETGEN，
Schöberl (1997)。

4.3 离散线性方程组
下面说明由（41）产生的线性方程组。引入矩阵 N⃗Γm ∈ (Rd)K×K、MΓm , AΓm ∈

RK×K 及 AΓm ∈ (Rd×d)K×K，其元素为

[MΓm ]kl =
〈
ϕΓm

k , ϕΓm

l

〉h
Γm

,
[
N⃗Γm

]
kl

=

∫
Γm

πΓm

[
ϕΓm

k ϕΓm

l

]
ν⃗m dHd−1 ,

[AΓm ]kl =
〈
∇s ϕ

Γm

k ,∇s ϕ
Γm

l

〉
Γm

(45)

以及 [AΓm ]kl = [AΓm ]kl Id；这里回顾定义 43(i)。这些矩阵的组装与 Rd−1 中区域上
的有限元方法类似。除了计算单形的体积，还须计算其法向量以及基函数的曲面梯度。
后者可由下式计算：

∇s ϕ
Γm

k =

d−1∑
i=1

(
∂τ⃗i ϕ

Γm

k

)
τ⃗i ,

其中 {τ⃗1, . . . , τ⃗d−1} 是单形切空间的一组标准正交基，回顾定义 5(ii)。于是，（41）可
表为：求 (δX⃗m+1, κm+1) ∈ (Rd)K × RK 使得(

∆tm MΓm −N⃗
⊺
Γm

N⃗Γm AΓm

)(
κm+1

δX⃗m+1

)
=

(
0

−AΓm X⃗m

)
, (46)

这里略微混用记号，以 δX⃗m+1 = (δX⃗m+1
1 , . . . , δX⃗m+1

K )
⊺、κm+1 = (κm+1

1 , . . . , κm+1
K )

⊺

及 X⃗m = (X⃗m
1 , . . . , X⃗m

K )
⊺ 分别表示相对于 X⃗m+1 − i⃗d|Γm、κm+1 及 i⃗d|Γm 的标准基的

系数向量。下一节将证明，在很弱的假设下，上述方程组的矩阵可逆。因此，可采用诸
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如 UMFPACK的稀疏直接求解方法有效地求解，见 Davis (2004)。也可采用迭代方法：
先对（46）作 Schur 补消去 κm+1，再采用（预条件）共轭梯度法；详见例如 Barrett
et al. (2008b)。事实上，Schur 补方法本质上归结为下面的方程组（47），现将其导出。

方程组 (41) 也可改写为只以 X⃗m+1 为未知量的方程。为此，设 ω⃗m ∈ V (Γm) 是
Γm 的顶点法向量，回顾定义 51。由 (19) 可知，可由 (41a) 按下式计算 κm+1：

κm+1 =
1

∆tm
πΓm

[(
X⃗m+1 − i⃗d|Γm

)
. ω⃗m

]
,

回顾定义 43(i)。因而 (41) 可改写为：求 X⃗m+1 ∈ V (Γm) 使得

〈
X⃗m+1 − i⃗d

∆tm
. ω⃗m, η⃗ . ω⃗m

〉h

Γm

+
〈
∇s X⃗

m+1,∇s η⃗
〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) . (47)

4.3.1 平面曲线 在闭曲线情形，方程组 (41) 尤为简单。回顾定义 53，可将其改写
如下。

设 X⃗0 ∈ V h(I) 使得 Γ0 = X⃗0(I) 是 Γ(0) 的多边形逼近。对 m = 0, . . . ,M − 1，求
(X⃗m+1, κm+1) ∈ V h(I)× V h(I) 使得

〈
X⃗m+1 − X⃗m

∆tm
, χ ν⃗m ◦ X⃗m |X⃗m

ρ |

〉h

I

−
〈
κm+1, χ |X⃗m

ρ |
〉h
I
= 0 ∀ χ ∈ V h(I) , (48a)

〈
κm+1 ν⃗m ◦ X⃗m, η⃗ |X⃗m

ρ |
〉h
I
+
〈
X⃗m+1

ρ , η⃗ρ |X⃗m
ρ |−1

〉
I
= 0 ∀ η⃗ ∈ V h(I) (48b)

并置 Γm+1 = X⃗m+1(I)。

将 (48)改写成有限差分格式是直接的。设 κm+1
j 、X⃗m+1

j 、X⃗m
j 及 ω⃗m

j 分别是 κm+1、
X⃗m+1、X⃗m 及 ω⃗m ◦ X⃗m 在节点 qj 处的值，j = 0, . . . , J + 1。令 h⃗m

j = X⃗m
j − X⃗m

j−1、
j = 1, . . . , J + 1。回顾 (22)，得到加权顶点法向量

ω⃗m
j = −

(
X⃗m

j+1 − X⃗m
j−1

)⊥
|⃗hm

j |+ |⃗hm
j+1|

j = 1, . . . , J . (49)

因此，方程（48a）可改写为如下有限差分形式：

1

∆tm

(
X⃗m+1

j − X⃗m
j

)
. ω⃗m

j = κm+1
j , j = 1, . . . , J . (50a)
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以标准基函数检验（48b），得到有限差分型方程

κm+1
j ω⃗m

j =
2

|⃗hm
j |+ |⃗hm

j+1|

(
X⃗m+1

j+1 − X⃗m+1
j

|⃗hm
j+1|

−
X⃗m+1

j − X⃗m+1
j−1

|⃗hm
j |

)
j = 1, . . . , J .

(50b)
当然，也可以利用（50a）将（50b）化为关于 X⃗m+1 的节点值的方程，从而得到 (47)
的有限差分对应形式。

4.4 存在唯一性
为证明 (41) 的解的存在唯一性，先回顾假设 64。

定理 76 设 Γm 满足假设 64(i)。则方程组 (41)存在唯一解 (X⃗m+1, κm+1) ∈ V (Γm)×
V (Γm)。

证明 与引理 66 的证明类似，由唯一性即可推出存在性。因此，考虑关于未知量
(X⃗, κ) ∈ V (Γm)× V (Γm) 的齐次方程组

〈
X⃗, χ ν⃗m

〉h
Γm

−∆tm 〈κ, χ〉hΓm = 0 ∀ χ ∈ V (Γm) , (51a)

〈κ ν⃗m, η⃗〉hΓm +
〈
∇s X⃗,∇s η⃗

〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) , (51b)

在（51a）中取 χ = κ ∈ V (Γm)，在（51b）中取 η⃗ = X⃗ ∈ V (Γm)，得到∣∣∣∇s X⃗
∣∣∣2
Γm

+∆tm

(
|κ|hΓm

)2
= 0 , (52)

这里用到了 (16)。由（52）可知 κ = 0，并且存在常向量 X⃗c ∈ Rd，使得在 Γm 上有
X⃗ = X⃗c。结合 (51a) 并回顾 (20)，得到〈

X⃗c, χ ν⃗m
〉
Γm

= 0 ∀ χ ∈ V (Γm) . (53)

与引理 66 的证明相同，由（53）及假设 64(i) 可得 X⃗c = 0⃗。这就证明了（41）存在唯
一解 (X⃗m+1, κm+1) ∈ V (Γm)× V (Γm)。
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4.5 稳定性
当 d = 2 及 d = 3 时，可以证明格式（41）无条件稳定。

定理 77 设 d = 2 或 d = 3。设 (X⃗m+1, κm+1) ∈ V (Γm) × V (Γm) 是 (41) 的一个解。
则 ∣∣Γm+1

∣∣+∆tm

(∣∣κm+1
∣∣h
Γm

)2
≤ |Γm| .

证明 在（41a）中取 χ = κm+1 ∈ V (Γm)，在（41b）中取 η⃗ = 1
∆tm

(X⃗m+1− i⃗d|Γm ) ∈
V (Γm)，得到〈

∇s X⃗
m+1,∇s

(
X⃗m+1 − i⃗d

)〉
Γm

+∆tm

(∣∣κm+1
∣∣h
Γm

)2
= 0 . (54)

此外，由引理 57 得〈
∇s X⃗

m+1,∇s

(
X⃗m+1 − i⃗d

)〉
Γm

≥
∣∣Γm+1

∣∣− |Γm| . (55)

结合（54）与 (55) 即得所证。

注记 78 显然，若 {(X⃗m+1, κm+1)}M−1
m=0 表示 m = 0, . . . , M − 1 时 (41) 的解，则上

述定理立即给出能量界

∣∣Γk
∣∣+ k−1∑

m=0

∆tm

(∣∣κm+1
∣∣h
Γm

)2
≤
∣∣Γ0
∣∣ .

其中 k = 1, . . . ,M。

4.6 均分性质
许多以多面体曲面逼近演化超曲面的数值方法，都有网格在演化过程中变得很不

均匀的问题。例如，网格点可能彼此靠得过近，或某些网格角度变得过小或过大。这
会使计算极不稳定且不准确。此外，每个时间层需要求解的线性方程组，其条件数也
会变得很大；有时计算经过一段时间后甚至无法继续。本节迄今所述方法的一个重要
性质，是网格通常表现良好。下面以最简单的平均曲率流为例说明这一点。不过，对
于本文其余章节中更复杂流的推广格式，也有类似结论。

借助格式（41）的半离散版本，最便于说明网格的行为；这里回顾定义 68。给定
闭多面体超曲面 Γh(0)，求具有诱导速度 V⃗h ∈ V (Gh

T ) 的演化多面体超曲面 Gh
T，以及
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κh ∈ V (Gh
T )，即对所有 t ∈ [0, T ] 有 V⃗h(·, t) ∈ V (Γh(t)) 及 κh(·, t) ∈ V (Γh(t))，使得对

所有 t ∈ (0, T ]，

〈
V⃗h, χ ν⃗h

〉h
Γh(t)

−
〈
κh, χ

〉
Γh(t)

= 0 ∀ χ ∈ V (Γh(t)) , (56a)〈
κh ν⃗h, η⃗

〉h
Γh(t)

+
〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γh(t)

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γh(t)) . (56b)

我们可以证明格式 (56) 稳定，即定理 77 的半离散对应结论成立；还可以证明，其
切向运动保证每个解均满足定义 60 中的性质。

定理 79 设 (Gh
T , κ

h) 是 (56) 的一个解。

(i) 有
d
dt
∣∣Γh(t)

∣∣+ (∣∣κh
∣∣h
Γh(t)

)2
= 0 .

(ii) 对任意 t ∈ (0, T ]，Γh(t) 是共形多面体曲面。特别地，当 d = 2 时，曲线 Γh(t)

的任意两个相邻单元或者等长，或者平行。

证明 (i) 在 (56a) 中取 χ = κh(·, t) ∈ V (Γh(t))，在 (56b) 中取 η⃗ = V⃗h(·, t) ∈
V (Γh(t))，由定理 70 及引理 9(ii) 得

d
dt
∣∣Γh(t)

∣∣ = 〈1,∇s . V⃗h
〉
Γh(t)

=
〈
∇s i⃗d,∇s V⃗h

〉
Γh(t)

= −
〈
κh, κh

〉h
Γh(t)

,

即所证。
(ii) 直接由定义 60 及定理 62 得到。

注记 80 一般而言，尚不清楚 (56) 的解是否存在。例如，当 d ≥ 3 时，由 Γh(0) 固定
的三角剖分的拓扑结构可能使得同时满足 (56a) 和 (56b) 的解不存在。在这些情形中，
即使时间步长 ∆tm 很小，全离散格式 (41) 也可能出现网格缺陷；对于满足定义 60 的
曲面，本来不应出现这些缺陷，回顾注记 61。最近，Elliott and Fritz (2017, 图 27) 给
出了此类缺陷的一个例子。

对于曲线，即 d = 2 的情形，格式 (56) 很容易解释为一个微分代数方程组。为此，
对 X⃗h(t) ∈ V h(I)采用 §4.3.1中的记号，并置 h⃗j(t) = X⃗h

j (t)−X⃗h
j−1(t)、j = 1, . . . , J+1。

于是得到顶点法向量 ω⃗h
j (t)所满足的 (49)的自然对应式；类似于（50），方程组 (56)可

写成如下微分代数方程组（DAE）。给定 X⃗h(0) ∈ V h(I)，对 t ∈ (0, T ]求 X⃗h(t) ∈ V h(I)
及 κh(t) ∈ V h(I)，使得

−
(

d
dt X⃗

h
j

)
.


(
X⃗h

j+1 − X⃗h
j−1

)⊥∣∣∣⃗hj

∣∣∣+ ∣∣∣⃗hj+1

∣∣∣
 = κh

j , (57a)
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− κh
j

(
X⃗h

j+1 − X⃗h
j−1

)⊥∣∣∣⃗hj

∣∣∣+ ∣∣∣⃗hj+1

∣∣∣ =
2∣∣∣⃗hj

∣∣∣+ ∣∣∣⃗hj+1

∣∣∣
X⃗h

j+1 − X⃗h
j∣∣∣⃗hj+1

∣∣∣ −
X⃗h

j − X⃗h
j−1∣∣∣⃗hj

∣∣∣
 , (57b)

其中 j = 1, . . . , J。

注记 81 方程 (57a) 只规定 d
dt X⃗

h
j 的一个方向分量，另一方向分量的演化则由 (57b)

中的代数条件确定。因此，整个方程组是一个具有高度非线性且退化的微分代数方程
组。当顶点合并时，其定义方程会变得奇异。不过，定理 79(ii) 表明，在曲线不为直线
段的区域中不会出现这种情形。

迄今所讨论的线性全离散格式 (41)，是对 (56) 的一种时间离散。全离散格式 (41)
不继承定理 79(ii) 的共形性质，但 (41) 的解仍呈现出使顶点分布良好的切向运动。现
在讨论 (56) 的全隐式时间离散，其解在每一时间步均为共形多面体曲面。这些思想最
早在 Barrett et al. (2011) 中针对曲线提出。

设闭多面体超曲面 Γ0 是 Γ(0) 的逼近。对 m = 0, . . . ,M − 1，求多面体超曲面
Γm+1 及满足 Γm = X⃗m(Γm+1) 的 (X⃗m, κm+1) ∈ V (Γm+1)× V (Γm+1)，使得

〈
i⃗d − X⃗m

∆tm
, χ ν⃗m+1

〉h

Γm+1

−
〈
κm+1, χ

〉h
Γm+1 = 0 ∀ χ ∈ V (Γm+1) , (58a)

〈
κm+1 ν⃗m+1, η⃗

〉h
Γm+1 +

〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γm+1

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm+1) . (58b)

定理 82 设 Γm+1 及 (X⃗m, κm+1) ∈ V (Γm+1)× V (Γm+1) 是 (58) 的一个解。

(i) 则 Γm+1 是共形多面体曲面。特别地，当 d = 2 时，曲线 Γm+1 的任意两个相邻
单元或者等长，或者平行。

(ii) 当 d = 2 时，有 ∣∣Γm+1
∣∣+∆tm

(∣∣κm+1
∣∣h
Γm+1

)2
≤ |Γm| . (59)

证明 (i) 直接由定义 60 及定理 62 得到。
(ii) 在（58a）中取 χ = κm+1 ∈ V (Γm+1)，在（58b）中取 η⃗ = 1

∆tm
(i⃗d|Γm+1

− X⃗m) ∈
V (Γm+1)，得到〈

∇s i⃗d,∇s

(
i⃗d − X⃗m

)〉
Γm+1

+∆tm

(∣∣κm+1
∣∣h
Γm+1

)2
= 0 . (60)

此外，由引理 58 得〈
∇s i⃗d,∇s

(
i⃗d − X⃗m

)〉
Γm+1

≥
∣∣Γm+1

∣∣− |Γm| . (61)

结合（60）与 (61) 即得所证。
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注记 83 与注记 80 类似，一般而言，尚不清楚 (58) 的解是否存在。不过，当 d = 2

时，通常看来存在解；对 (58) 作下面所述的少许修改，还可得到一个具有等分布性质
的无条件稳定格式。

对于曲线情形 d = 2，作者在 Barrett et al. (2011) 中以 (58) 为基础，提出了
V = κ 的全离散参数有限元离散。这些格式无条件稳定，并且在每一时间层内在地使
顶点等分布。采用 §4.3.1 中的记号（另见注记 54），可将曲线情形的 (58) 改写如下。
设 X⃗0 ∈ V h(I) 使得 Γ0 = X⃗0(I) 是 Γ(0) 的多边形逼近。对 m = 0, . . . ,M − 1，求

满足 X⃗m+1 ∈ V h(I) 的 Γm+1 = X⃗m+1(I) 及 κm+1 ∈ V h(I)，使得对所有 χ ∈ V h(I)、
η⃗ ∈ V h(I)，

〈
X⃗m+1 − X⃗m

∆tm
, χ
(
X⃗m+1

ρ

)⊥〉h

I

+
〈
κm+1, χ

∣∣∣X⃗m+1
ρ

∣∣∣〉h
I
= 0 , (62a)

〈
κm+1

(
X⃗m+1

ρ

)⊥
, η⃗

〉h

I
−
〈
X⃗m+1

ρ , η⃗ρ

∣∣∣X⃗m+1
ρ

∣∣∣−1
〉

I
= 0 . (62b)

回顾定理 82，(62) 的解具有等分布性质，至少在曲线 Γm+1 的单元局部不平行的地方
如此。考虑 (62) 的如下修改，可将这一结论加强为完全等分布。对 m = 0, . . . ,M − 1，
求满足 X⃗m+1 ∈ V h(I) 的 Γm+1 = X⃗m+1(I) 及 κm+1 ∈ V h(I)，使得对所有 χ ∈ V h(I)、
η⃗ ∈ V h(I)，

〈
X⃗m+1 − X⃗m

∆tm
, χ
(
X⃗m+1

ρ

)⊥〉h

I

+
∣∣Γm+1

∣∣ 〈κm+1, χ
〉h
I = 0 , (63a)

〈
κm+1

(
X⃗m+1

ρ

)⊥
, η⃗

〉h

I
− |Γm+1|−1

〈
X⃗m+1

ρ , η⃗ρ

〉
I
= 0 . (63b)

定理 84 设 (X⃗m+1, κm+1) ∈ V h(I)× V h(I) 是 (63) 的一个解。则∣∣∣X⃗m+1
ρ

∣∣∣ = ∣∣Γm+1
∣∣ 于 Ij , j = 1, . . . , J. (64)

此外，(X⃗m+1, κm+1) 满足 (62)，并且满足稳定性估计

∣∣Γm+1
∣∣+∆tm

∣∣Γm+1
∣∣ 〈κm+1, κm+1

〉h
I ≤ |Γm| . (65)

证明 若 (X⃗m+1, κm+1) ∈ V h(I)× V h(I) 是 (63) 的一个解，则采用注记 54(iv) 中的
记号，类似于定理 62 的证明，固定 j ∈ {1, . . . , J}，并在 (58b) 中取 η⃗ ∈ V h(I)，其中
对 i = 1, . . . , J 有

η⃗(qi) = δij

(
X⃗m+1(qj+1)− X⃗m+1(qj−1)

)
= δij

(
h⃗m+1
j + h⃗m+1

j+1

)
,



§4.6 均分性质 55

图 2: 螺旋曲线的平均曲率流。采用格式 (41)，取 J = 1024 及 ∆tm = ∆t = 10−7、
m = 0, . . . ,M − 1 得到的数值解。图中显示时刻 t = 0, 0.001, 0.005, 0.01, 0.02, 0.024
的离散解。下方给出格式 (41) 在内侧尖端附近的顶点分布细节（左），并与经典 Dziuk
格式 (68) 比较（右）。后一格式中顶点的合并导致模拟失效，无法继续。

得到

0 =
(
h⃗m+1
j+1 − h⃗m+1

j

)
.
(
h⃗m+1
j+1 + h⃗m+1

j

)
=
∣∣∣⃗hm+1

j+1

∣∣∣2 − ∣∣∣⃗hm+1
j

∣∣∣2 . (66)

由 于 (66) 对 j = 1, . . . , J 成 立， 遂 得 (64)。 由 (64) 可 知，
(X⃗m+1, κm+1) ∈ V h(I)×V h(I)也满足 (62)，且 (X⃗m ◦ (X⃗m+1)−1, κm+1 ◦ (X⃗m+1)−1) ∈
V (Γm+1)× V (Γm+1) 是 (58) 的一个解，并满足稳定性界 (59)。因而得到 (65)。

注记 85

(i) 显然，(64) 意味着 (63) 的每个解都完全等分布。
(ii) 方程组 (63)是非线性的，可用 Newton方法或如下迭代求解。给定满足 X⃗m+1,0 ∈

V h(I) 的 Γm+1,0 = X⃗m+1,0(I)，对 i ≥ 0 求解 (X⃗m+1,i+1, κm+1,i+1) ∈ V h(I) ×
V h(I)，使得对所有 χ ∈ V h(I)、η⃗ ∈ V h(I)，

〈
X⃗m+1,i+1 − X⃗m

∆tm
, χ
(
X⃗m+1,i

ρ

)⊥〉h

I

+
∣∣Γm+i,i

∣∣ 〈κm+1,i+1, χ
〉h
I = 0 ,

〈
κm+1,i+1

(
X⃗m+1,i

ρ

)⊥
, η⃗

〉h

I
−
∣∣Γm+1,i

∣∣−1
〈
X⃗m+1,i+1

ρ , η⃗ρ

〉
= 0 ,

译注：上式第一行中底本的 |Γm+i,i| 应理解为 |Γm+1,i|，与本段的迭代记号一致。
并置 Γm+1,i+1 = X⃗m+1,i+1(I)。该方程组存在唯一解，可采用与 §4.3 所述类似
的方法求解。详见Barrett et al. (2011)。

作为例子，图 2 展示了用格式 (41) 计算的曲线缩短流，即 d = 2 情形的平均曲
率流。
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4.7 其他参数方法
前面的讨论着重于作者的工作。现在讨论用于平均曲率流数值逼近的其他方法，

重点仍是参数有限元方法。

4.7.1 经典 Dziuk方法 Dziuk (1991) 提出的方法以

V⃗ = κ⃗ , κ⃗ = ∆s i⃗d 在Γ(t) ⇒ V⃗ = ∆s i⃗d 在Γ(t) , (67)

的弱形式为基础，而非 (38) 的弱形式。由于 ∆s i⃗d = κ⃗ = κ ν⃗ 与法向量共线（回顾引
理 13(ii)），演化曲面的运动方向始终与法向量共线。采用 §4.2 中的记号，所求解的方
程组为：给定闭多面体超曲面 Γm，求 X⃗m+1 ∈ V (Γm) 使得〈

X⃗m+1 − i⃗d
∆tm

, η⃗

〉
Γm

+
〈
∇s X⃗

m+1,∇s η⃗
〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) . (68)

该全离散线性方程组的存在性、唯一性及稳定性，可与 §4.4 和 §4.5 中的结论类似地
证明。对于 d = 2 的情形，Dziuk (1994) 在假设被逼近的解足够光滑的条件下，证明
了 (68) 的采用质量集中的时间连续半离散变体的误差估计。尽管在 d = 3 情形，尚未
证明 (68) 或 (41) 的收敛性，但实际计算表明，两种逼近似乎均收敛；见例如 Barrett
et al. (2008b, 表 1)。

4.7.2 Kovács、Li、Lubich的收敛有限元算法 最近，Kovács et al. (2019) 首次证
明了 d = 3 情形平均曲率流数值方法的收敛性。在同样假设被逼近的解足够光滑的条
件下，他们证明了平均曲率流半离散及全离散的误差估计。所用方程组为

V⃗ = κ ν⃗ , ∂◦
t ν⃗ = ∆s ν⃗ + |∇s ν⃗|2 ν⃗ , ∂◦

t κ = ∆s κ + |∇s ν⃗|2 κ 在Γ(t) .

最后两个方程可由基本的几何分析和演化律 V⃗ = κ ν⃗ 导出；见引理 37(i)、引理 16、引
理 7(iii)、引理 12(i) 及引理 39(i)。与 (41) 相比，该方法的不足在于：与经典 Dziuk
方法类似，其逼近的流沿法向运动，故网格仍可能恶化；此外还须求解一个额外的方
程组。当然，该方法有一个明显优点，即它是目前唯一能在 d = 3 情形证明收敛性的
方法。
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4.7.3 具有等分布性质的其他数值方法 对于平面曲线的平均曲率流，格式 (63) 在
每一时间步均使曲线多边形逼近的顶点等分布。本节讨论一些达到相同目的的其他数
值方法。

如前所述，我们希望控制网格点的切向分布，以避免顶点合并或燕尾等数值奇异
性，后者即数值误差引起的自交。实际计算中，许多作者采用网格光顺方法，见例如
Sethian (1985); Dziuk et al. (2002); Bänsch et al. (2005)。不过，网格光顺也有不利之
处：它可能过度光顺解，而且原逼近格式所具有的稳定性结论一般不再成立。对于具
有某些守恒性质的几何演化律，例如所围面积守恒的流，必须格外谨慎，以确保网格
光顺之后仍保持这些守恒性质。

对于演化曲线 (Γ(t))t∈[0,T ]，考虑参数化 x⃗ : I× [0, T ] → R2，其中 I = R/Z 是周期
区间 [0, 1]，使得 Γ(t) = x⃗(I, t)、t ∈ [0, T ] 是曲率流方程 V = κ 的解。以 s 表示 Γ(t)

的弧长，则单位切向量为 x⃗s(ρ, t) =
x⃗ρ(ρ,t)
|x⃗ρ(ρ,t)|，ρ ∈ I，而 Γ(t) 上的一个可选法向量为

ν⃗ ◦ x⃗ = −x⃗⊥
s。基本思想是只考虑满足

|x⃗ρ(ρ, t)| = |Γ(t)| ∀ρ ∈ I , t ∈ [0, T ] , (69)

的参数化；这意味着 ρ与弧长仅差一个常数因子。此类方法最早由 Kessler et al. (1984)
提出，Strain (1989); Hou et al. (1994); Mikula and Ševčovič (2001) 对其作了分析和修
改。也可将位置向量 x⃗ 的演化律按如下形式离散：

∂t x⃗ = (V ν⃗) ◦ x⃗+ α x⃗s 于 I , (70)

其中切向速度的选取使得 Γ(t) 的多边形逼近的顶点保持近似等分布。Kimura (1994)
使用了这一思想；Mikula and Ševčovič (2001) 证明，若初始时刻满足 (69)，则选取 α

使得
αs = (V κ) ◦ x⃗− 1

|Γ(t)|
〈V ,κ〉Γ(t) ,

便可保持性质 (69)。Deckelnick and Dziuk (1995) 也采用 (70)，并取

α =
x⃗ρρ . x⃗ρ

|x⃗ρ|3
于 I , (71)

在实际计算中观察到多边形网格分布良好。此外，可以对其时间连续的半离散有
限元逼近作误差分析。所得全离散格式尤其简单，可表为：给定 X⃗m ∈ V h(I)，求
X⃗m+1 ∈ V h(I) 使得〈

X⃗m+1 − X⃗m

∆tm
, η⃗
∣∣∣X⃗m

ρ

∣∣∣2〉
I

+
〈
X⃗m+1

ρ , η⃗ρ

〉
I
= 0 ∀ η⃗ ∈ V h(I) , (72)
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注意，Deckelnick and Dziuk (1995) 中的数值计算对 (72) 的第一项采用质量集中。另
一方面，Pan and Wetton (2008); Pan (2008) 的作者求解 V = κ，并附加约束

x⃗ρ(ρ, t) . x⃗ρρ(ρ, t) = 0 ∀ ρ ∈ I , t ∈ [0, T ] ,

这使得 ( 12 |x⃗ρ|2)ρ = x⃗ρ . x⃗ρρ = 0，因而得到等分布的参数化。不过，这一方法导致具有
很强非线性的全离散问题。

4.7.4 利用 DeTurck 技巧获得良好的网格性质 作为抛物型方程，平均曲率流
V = κ 具有某些退化性，其根源在于：对一个解作重新参数化，又得到另一个解。
DeTurck (1983) 提出的思想，是利用调和映射热流的解重新参数化曲率流的演化，使
重新参数化后的方程成为强抛物型。Elliott and Fritz (2017) 利用 DeTurck 技巧数值
求解平均曲率流。所得算法有一个显著性质：只要初始曲面的三角剖分具有良好的网
格质量，网格在演化中就会保持良好。粗略而言，其原因是在适当假设下，调和映射
是共形映射，从而保持角度。

在 d = 3 情形，Elliott and Fritz (2017) 的算法有时能得到比 §4.2 中方法更好的
网格。不过，其待求解的方程组更复杂，方法的灵活性似乎也较低，例如在处理各向
异性、三重点或三重交线，以及界面演化与其他场的耦合时。关于此方法的更多细节，
以及 d = 2 情形时间连续半离散变体的误差分析，参阅 Elliott and Fritz (2017)。该
误差分析推广了 Deckelnick and Dziuk (1995) 对采用特定切向速度 (71) 的变体所作的
分析。Barrett et al. (2017a) 又将 Elliott and Fritz (2017) 的误差分析推广到了全离散
情形。

4.7.5 其他数值方法 在某些情形，所计算的曲面可以表示为函数的图像。Dziuk
(1999b)及 Deckelnick and Dziuk (1999)对这种情形的有限元逼近作了分析。对于沿平
均曲率流运动的轴对称曲面，Mayer and Simonett (2002); Barrett et al. (2019a) 给出
了相应数值格式。还应提到 Mikula et al. (2014)，其中提出了演化曲面上点的切向重
分布方法。这些方法以体积或长度为依据进行切向重分布，可应用于任意维数的流形。
水平集方法和相场方法则是完全不同的途径；其讨论可见例如 Handbook of Numerical
Analysis 第 XXI、XXII 卷
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本节将第 4 节的思想推广到 Rd（d ≥ 2）中演化超曲面的更一般的演化律。

5.1 表面扩散流的性质
过去二十年间，超曲面的四阶几何演化方程发挥了重要作用。一个基本而形式十

分简洁的例子，是表面扩散所驱动的运动

V = −∆s κ 在Γ(t) .

这一流由 Mullins (1957) 引入，用于描述合金中界面上的扩散。它具有一个显著性质：
对于闭曲面，曲面面积下降，而所围体积保持不变。这两项性质可由输运定理如下推
出。设 Ω(t) 是闭超曲面 Γ(t) 所围的区域，ν⃗(t) 表示 Ω(t) 在 Γ(t) 上的外单位法向量，
则由定理 33 得

d
dt L

d(Ω(t)) =
d
dt

∫
Ω(t)

1 dLd = 〈1,V〉Γ(t) = −〈1,∆s κ〉Γ(t) = 0 , (73)

最后一个等式由流形上的散度定理得到，回顾注记 22(i)。此外，对于总面积 |Γ(t)|，由
定理 32 得

d
dt |Γ(t)| = −〈κ,V〉Γ(t) = 〈κ,∆s κ〉Γ(t) = − |∇s κ|2Γ(t) ≤ 0 , (74)



60 第五章 表面扩散及其他流

最后一个等式仍用到了注记 22(i)。事实上，性质 (73) 和 (74) 与如下事实密切相关：
在数学上，表面扩散可解释为 |Γ(t)| 的 H−1 梯度流，见例如 Taylor and Cahn (1994)。
利用如下形式

V⃗ . ν⃗ = −∆s κ , κ ν⃗ = ∆s i⃗d 在Γ(t) , (75)

即可建立有限元逼近。

5.2 表面扩散的有限元逼近
采用与 §4.2 相同的记号，回顾 Barrett et al. (2007a, 2008b) 中表面扩散方程 (75)

的如下有限元逼近。设闭多面体超曲面 Γ0 是 Γ(0) 的逼近。对 m = 0, . . . ,M − 1，求
(X⃗m+1, κm+1) ∈ V (Γm)× V (Γm) 使得

〈
X⃗m+1 − i⃗d

∆tm
, χ ν⃗m

〉h

Γm

−
〈
∇s κ

m+1,∇s χ
〉
Γm = 0 ∀ χ ∈ V (Γm) , (76a)

〈
κm+1 ν⃗m, η⃗

〉h
Γm +

〈
∇s X⃗

m+1,∇s η⃗
〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) (76b)

并置 Γm+1 = X⃗m+1(Γm)。该格式的离散解的存在唯一性，可用与 §4.2 相同的方法
证明。

定理 86 设 Γm 满足假设 64(i)。则方程组 (76)存在唯一解 (X⃗m+1, κm+1) ∈ V (Γm)×
V (Γm)。

证明 证明与定理 76 的证明十分相似。对于齐次方程组〈
X⃗, χ ν⃗m

〉h
Γm

−∆tm 〈∇s κ,∇s χ〉Γm = 0 ∀ χ ∈ V (Γm) , (77a)

〈κ ν⃗m, η⃗〉hΓm +
〈
∇s X⃗,∇s η⃗

〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) (77b)

的解 (X⃗, κ) ∈ V (Γm)× V (Γm)，先证明 κ = 0，再按照引理 66 的证明进行。在（77a）
中取 χ = κ ∈ V (Γm)，在（77b）中取 η⃗ = X⃗ ∈ V (Γm)，得到∣∣∣∇s X⃗

∣∣∣2
Γm

+∆tm |∇s κ|2Γm = 0 .

因此，存在常数 κc ∈ R 和常向量 X⃗c ∈ Rd，使得 κ = κc，且在 Γm 上有 X⃗ = X⃗c。由
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(77b) 及 (19) 得

0 = 〈κc ν⃗m, η⃗〉hΓm = κc 〈ω⃗m, η⃗〉hΓm ∀ η⃗ ∈ V (Γm) . (78)

若假设 κc 6= 0，则在（78）中取 η⃗ = ω⃗m ∈ V (Γm)，由（16）得 |ω⃗m|hΓm
= 0，从而 ω⃗m = 0⃗。

这显然与假设 64(i) 矛盾，故 κc = 0。此外，与引理 66 的证明相同，由 (77a) 及假
设 64(i)得 X⃗c = 0。至此证明了 (76)存在唯一解 (X⃗m+1, κm+1) ∈ V (Γm)×V (Γm)。

与 §4.5 类似，可以证明格式（76）在 d = 2 及 d = 3 时无条件稳定。

定理 87 设 d = 2 或 d = 3。设 (X⃗m+1, κm+1) ∈ V (Γm) × V (Γm) 是 (76) 的一个解。
则 ∣∣Γm+1

∣∣+∆tm
∣∣∇s κ

m+1
∣∣2
Γm ≤ |Γm| .

证明 在（76a）中取 χ = κm+1 ∈ V (Γm)，在（76b）中取 η⃗ = 1
∆tm

(X⃗m+1− i⃗d|Γm ) ∈
V (Γm)，得到 〈

∇s X⃗
m+1,∇s

(
X⃗m+1 − i⃗d

)〉
Γm

+∆tm
∣∣∇s κ

m+1
∣∣2
Γm = 0 . (79)

结合（79）与引理 57 即得所证。

5.3 半离散格式的体积守恒
几何演化方程的离散化有一个重要方面，即在离散层面再现演化律的衰减性质与

守恒性质。本节讨论表面扩散格式 (76) 的体积守恒性质，回顾 (73)。
回顾定义 68，考虑 (76) 的如下半离散变体。给定闭多面体超曲面 Γh(0)，求具有

诱导速度 V⃗h ∈ V (Gh
T )的演化多面体超曲面 Gh

T，以及 κh ∈ V (Gh
T )，即对所有 t ∈ [0, T ]

有 V⃗h(·, t) ∈ V (Γh(t)) 及 κh(·, t) ∈ V (Γh(t))，使得对所有 t ∈ (0, T ]，

〈
V⃗h, χ ν⃗h

〉h
Γh(t)

−
〈
∇s κ

h,∇s χ
〉
Γh(t)

= 0 ∀ χ ∈ V (Γh(t)) , (80a)〈
κh ν⃗h, η⃗

〉h
Γh(t)

+
〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γh(t)

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γh(t)) . (80b)

定理 88 设 (Gh
T , κ

h) 是 (80) 的一个解，并设对于 t ∈ [0, T ]，Ωh(t) 是 Γh(t) 所围的
区域。

(i) 有
d
dt
∣∣Γh(t)

∣∣+ ∣∣∇s κ
h
∣∣2
Γh(t)

= 0 .
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(ii) 有
d
dt L

d(Ωh(t)) = 0 .

(iii) 对任意 t ∈ (0, T ]，Γh(t) 是共形多面体曲面。特别地，当 d = 2 时，曲线 Γh(t)

的任意两个相邻单元或者等长，或者平行。

证明 (i) 类似于定理 79(i) 的证明，在 (80a) 中取 χ = κh(·, t) ∈ V (Γh(t))，在 (80b)
中取 η⃗ = V⃗h(·, t) ∈ V (Γh(t))，得到

d
dt
∣∣Γh(t)

∣∣ = 〈∇s i⃗d,∇s V⃗h
〉
Γh(t)

= −
∣∣∇s κ

h
∣∣2
Γh(t)

,

即所证。
(ii) 在 (80a) 中取 χ = 1，由定理 71、V⃗h(·, t) ∈ V (Γh(t)) 及 (20) 得

d
dt L

d(Ωh(t)) = ±
〈
V⃗h, ν⃗h

〉
Γh(t)

= ±
〈
V⃗h, ν⃗h

〉h
Γh(t)

= 0 ,

其中符号 ± 取决于这里的 ν⃗h 是 Ωh(t) 在 Γh(t) 上的外法向量还是内法向量。
(iii) 直接由定义 60 及定理 62 得到。

注记 89

(i) 定理 88(i) 是全离散格式 (76) 的稳定性结论定理 87 的半离散对应形式，并在离
散层面再现了能量律 (74)。

(ii) 定理 88(ii) 在离散层面再现了体积守恒性质 (73)。此外，虽然全离散格式 (76)
并不精确保持所围体积，但它满足〈

X⃗m+1 − i⃗d, ν⃗m
〉
Γm

=
〈
X⃗m+1 − i⃗d, ν⃗m

〉h
Γm

= 0 ,

回顾 (20)。由定理 71，这可解释为定理 88(ii) 的全离散对应形式。事实上，格式
(76) 在实际计算中具有极好的体积守恒性质：当时间步长趋于零时，所围体积的
相对损失也趋于零。

5.4 向其他流的推广
表面扩散的有限元逼近 (76) 很容易推广到更一般的情形。在一定条件下，所得离

散仍满足稳定性结论。

这里考虑形如
V = F(κ) 在 Γ(t) , (81)
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的流，其中 F 将闭超曲面 Γ(t) 上的函数映为 Γ(t) 上的函数。对于平均曲率流，有
F(χ) = χ；取 F(χ) = −∆s χ 则得到表面扩散。若映射 F 满足

〈F(κ),κ〉Γ(t) ≥ 0 , (82)

则由定理 32 得
d
dt |Γ(t)| = −〈V ,κ〉Γ(t) = −〈F(κ),κ〉Γ(t) ≤ 0 . (83)

显然，不等式 (82) 对于平均曲率流成立，此时有

〈F(κ),κ〉Γ(t) = |κ|2Γ(t) ≥ 0 ,

对于表面扩散也成立，此时有

〈F(κ),κ〉Γ(t) = |∇s κ|2Γ(t) ≥ 0 ,

回顾 (74)。现在，我们的目标是：对于形如 (81) 且满足能量界 (83) 的流，为其离散
格式建立类似于定理 87 的稳定性结论。作为离散形式的相容性条件，要求存在逼近 F

的映射 Fm : V (Γm) → V (Γm)，并满足

〈Fm(χ), χ〉hΓm ≥ 0 ∀ χ ∈ V (Γm) . (84)

现考虑（81）的如下有限元逼近。设闭多面体超曲面 Γ0 是 Γ(0) 的逼近。对 m =

0, . . . ,M − 1，求 (X⃗m+1, κm+1) ∈ V (Γm)× V (Γm) 使得

〈
X⃗m+1 − i⃗d

∆tm
, χ ν⃗m

〉h

Γm

−
〈
Fm(κm+1), χ

〉h
Γm = 0 ∀ χ ∈ V (Γm) , (85a)

〈
κm+1 ν⃗m, η⃗

〉h
Γm +

〈
∇s X⃗

m+1,∇s η⃗
〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) (85b)

并置 Γm+1 = X⃗m+1(Γm)。我们得到如下稳定性定理，以及线性情形的存在唯一性
结论。

定理 90

(i) 设 Γm 满足假设 64，并设 Fm : V (Γm) → V (Γm) 是满足 (84) 的线性映射。则方
程组 (85) 存在唯一解 (X⃗m+1, κm+1) ∈ V (Γm)× V (Γm)。

(ii) 设 d = 2 或 d = 3。设 (X⃗m+1, κm+1) ∈ V (Γm)× V (Γm) 是 (85) 的一个解。则

∣∣Γm+1
∣∣+∆tm

〈
Fm(κm+1), κm+1

〉h
Γm ≤ |Γm| ,
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若 Fm 满足 (84)，则左侧两项均非负。

证明 (i) 证明与引理 66 的证明类似。
(ii) 证明与定理 87 的证明类似。

注记 91 (例)

(i) 取 F(κ) = −∆s κ 及 Fm(χ) = −∆Γm

s χ（回顾 (28)），便得到表面扩散的定理 86
及定理 87。类似地，取 F(κ) = κ 及 Fm(χ) = χ，便得到平均曲率流的定理 76
及定理 77。

(ii) 另一类值得关注的是非线性流 V = f(κ)，即 F(κ) = f(κ)，其中 f : (a, b) → R
（−∞ ≤ a < b ≤ ∞）是严格单调递增的连续函数，且 f(0) = 0。例如取 f(r) =

|r|β−1 r，其中 β ∈ R>0，便可应用于图像分析，见Alvarez et al. (1993); Sapiro and
Tannenbaum (1994); Mikula and Ševčovič (2001)。这里定义 Fm(χ) = πΓm [f(χ)]，
回顾定义 43(i)。所得非线性格式 (85) 满足定理 90(ii) 的稳定性结论。(85) 的存
在唯一性结论见Barrett et al. (2008b, 定理 2.1)。

(iii) 体积守恒流
V = F(κ) = κ − −

∫
Γ(t)

κ 在Γ(t) , (86)

也属于可以证明稳定性的这一类；其中定义平均值

−
∫
Γ(t)

κ =
1

|Γ(t)|

∫
Γ(t)

κ dHd−1 , (87)

这里对所有 χ ∈ V (Γm) 取 Fm(χ) = χ− −
∫
Γm χ ∈ V (Γm)，得到

〈Fm(χ), χ〉hΓm =
(∣∣χ− −

∫
Γm χ

∣∣h
Γm

)2
≥ 0 ,

故定理 90 的两项结论均成立。
(iv) 在材料科学中，(86) 称为表面附着受限动力学（surface attachment limited

kinetics，SALK）。介于 SALK 与表面扩散之间的流为

V = −∆s

(
1

α
− 1

ξ
∆s

)−1

κ 在Γ(t) ,

其中 α, ξ ∈ R>0。这一流由Taylor and Cahn (1994) 提出，作为材料科学中的界
面演化律，并由Elliott and Garcke (1997); Escher et al. (2001) 作了分析。引入
新变量 y，可将其改写为

V⃗ . ν⃗ = −∆s y,

(
1

α
− 1

ξ
∆s

)
y = κ , κ ν⃗ = ∆s i⃗d 在Γ(t) .
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因此，对任意 χ ∈ V (Γm)，函数 Fm(χ) ∈ V (Γm) 由下式定义：

〈Fm(χ), η〉hΓm = 〈∇s Y (χ),∇s η〉Γm ∀ η ∈ V (Γm) , (88)

其中 Y ∈ V (Γm) 满足

1

ξ
〈∇s Y,∇s φ〉Γm +

1

α
〈Y, φ〉hΓm = 〈χ, φ〉hΓm ∀ φ ∈ V (Γm) . (89)

在 (88) 中取 η = χ，在 (89) 中取 φ = χ− 1
αY，得到

〈Fm(χ), χ〉hΓm = 〈∇s Y,∇s χ〉Γm =
1

α
|∇s Y |2Γm + ξ

(∣∣∣∣χ− 1

α
Y

∣∣∣∣h
Γm

)2

≥ 0 ,

因此，在此情形也得到了稳定的离散格式，并且定理 90 的两项结论均成立。

注记 92 (半离散格式与切向运动)

(i) 与 §5.3 类似，也可考虑注记 91 中各格式的半离散变体。每一种情形均满足定
理 88(iii) 及定理 88(i) 的相应形式。若所逼近的流保持体积，且 Fm 的半离散对
应映射对所有 χ ∈ V (Γh(t)) 满足

〈
Fh(χ), 1

〉h
Γh(t)

= 0 则还满足定理 88(ii)。
(ii) 对于曲线情形 d = 2，在注记 91 的所有情形中，均可仿照 (63) 考虑全离散全隐

式格式。这些格式既继承注记 91 中的稳定性性质，也满足强等分布性质 (64)。
更多细节参阅Barrett et al. (2011)。

5.5 抑制或诱导切向运动的逼近
本节考虑 (85b)的另一种形式，藉此可抑制切向运动，或增强选定方向上的切向运

动。为此，假设 Γm 满足假设 64(ii)，并对 i = 1, . . . , d− 1 取 τ⃗mi ∈ V (Γm)，使得对于
k = 1, . . . ,K，

{
ω⃗m(q⃗mk )
|ω⃗m(q⃗mk )| , τ⃗

m
1 (q⃗mk ), . . . , τ⃗md−1(q⃗

m
k )
}
是 Rd 的一组标准正交基。此外，选

取系数 0 ≤ αm
i , δmi ∈ V (Γm)、i = 1, . . . , d− 1 及外力项 cmi ∈ V (Γm)、i = 1, . . . , d− 1。

以如下逼近代替 (85)。
设闭多面体超曲面 Γ0 是 Γ(0) 的逼近。对 m = 0, . . . ,M − 1，求 (X⃗m+1, κm+1) ∈

V (Γm)× V (Γm) 及 βm+1
i ∈ V (Γm)、i = 1, . . . , d− 1 使得

〈
X⃗m+1 − i⃗d

∆tm
, χ ν⃗m

〉h

Γm

−
〈
Fm(κm+1), χ

〉h
Γm = 0 ∀ χ ∈ V (Γm) , (90a)

〈
αm
i

X⃗m+1 − i⃗d
∆tm

, ξ τ⃗mi

〉h

Γm

−
〈
αm
i

[
δmi βm+1

i + cmi
]
, ξ
〉h
Γm = 0 ∀ ξ ∈ V (Γm) ,
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i = 1, . . . , d− 1 , (90b)〈
κm+1 ν⃗m +

d−1∑
i=1

αm
i βm+1

i τ⃗mi , η⃗

〉h

Γm

+
〈
∇s X⃗

m+1,∇s η⃗
〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm)

(90c)

并置 Γm+1 = X⃗m+1(Γm)。

定理 93

(i) 设 Γm 满足假设 64，并设 Fm : V (Γm) → V (Γm) 是满足 (84) 的线性映射。则方
程组 (90) 存在解 (X⃗m+1, κm+1, βm+1

1 , . . . , βm+1
d−1 ) ∈ V (Γm)× [V (Γm)]d，其中

(X⃗m+1, κm+1, πΓm [αm
1 βm+1

1 ], . . . ,

πΓm [αm
d−1 β

m+1
d−1 ]) 唯一。

(ii) 设 d = 2 或 d = 3。设 (X⃗m+1, κm+1, βm+1
1 , . . . , βm+1

d−1 ) ∈ V (Γm) × [V (Γm)]d 是
(90) 的一个解。则

|Γm+1|+∆tm
〈
Fm(κm+1), κm+1

〉h
Γm

+∆tm
〈
αm
i

[
δmi βm+1

i + cmi
]
, βm+1

i

〉h
Γm ≤ |Γm| . (91)

译注：底本此式的切向项未显式写出对 i = 1, . . . , d− 1 的求和；按随后将各切向
方程相加的证明，该项应理解为这些指标的总和。同一证明中的式 (93) 亦然。

证明 (i) 令

Bm
i (Γm) = {ξ ∈ V (Γm) : ξ(q⃗mk ) = 0 若αm

i (q⃗mk ) = 0 , k = 1, . . . ,K} ,

其中 i = 1, . . . , d − 1。下面证明：将方程组 (90) 中的 βm+1
i ∈ V (Γm) 换成 βm+1

i ∈
Bm

i (Γm)，并将 (90b) 中的 V (Γm) 换成 Bm
i (Γm) 后，所得方程组存在唯一解，从

而得到所需结论。照例，该修改后的线性方程组的存在性由唯一性推出。因此，设
(X⃗, κ, b1, . . . , bd−1) ∈ V (Γm)× V (Γm)×Bm

1 (Γm)× · · · ×Bm
d−1(Γ

m) 满足

〈
X⃗, χ ω⃗m

〉h
Γm

−∆tm 〈Fm(κ), χ〉hΓm = 0 ∀ χ ∈ V (Γm) , (92a)〈
αm
i X⃗, ξ τ⃗mi

〉h
Γm

−∆tm 〈αm
i δmi bi, ξ〉hΓm = 0 ∀ ξ ∈ Bm

i (Γm) ,

i = 1, . . . , d− 1 , (92b)〈
κ ω⃗m +

d−1∑
i=1

αm
i bi τ⃗

m
i , η⃗

〉h

Γm

+
〈
∇s X⃗,∇s η⃗

〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) , (92c)

这里用到了 (19)。在（92a）中取 χ = κ ∈ V (Γm)，对于 i = 1, . . . , d− 1 在（92b）中
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取 ξ = bi ∈ Bm
i (Γm)，并在（92c）中取 η⃗ = X⃗ ∈ V (Γm)，得到

∆tm 〈Fm(κ), κ〉hΓm +∆tm 〈αm
i δmi bi, bi〉hΓm +

∣∣∣∇s X⃗
∣∣∣2
Γm

= 0 . (93)

由 (93)、(84) 及关于 αm
i 和 δmi 的假设，立即得到 X⃗ 在 Γm 上为常数。因此，在

(92c) 中取 η⃗ = τ⃗mi ，得到 |πΓm [αm
i bi]|hΓm = 0，从而 πΓm [αm

i bi] = 0，这又意味着对
于 i = 1, . . . , d − 1 有 bi = 0 ∈ Bm

i (Γm)。余下证明与引理 66 相同，得到 κ = 0 及
X⃗ = 0⃗。这证明了 (92) 的解的唯一性，进而证明了本证明开头所述修改后的方程组存
在解 (X⃗m+1, κm+1, βm+1

1 , . . . , βm+1
d−1 ) ∈ V (Γm)× V (Γm)×Bm

1 (Γm)× · · · ×Bm
d−1(Γ

m)。
显然，这个解也满足原方程组 (90a)，只是在 αm

i 为零的地方，βm+1
i 的值可以任意选

取。
(ii)在 (90a)中取 χ = κm+1 ∈ V (Γm)，对于 i = 1, . . . , d−1在 (90b)中取 ξ = βm+1

i ∈
V (Γm)，并在 (90c) 中取 η⃗ = 1

∆tm
(X⃗m+1 − i⃗d|Γm ) ∈ V (Γm)，由引理 57 即得所需

结论。

注记 94

(i) 显然，在 (90) 中对 i = 1, . . . , d− 1 取 αm
i = 0，便退化为原格式 (85)。

(ii) 在 d = 2 或 d = 3 的情形，若 Fm 满足 (84)，且对于 i = 1, . . . , d− 1 有 cmi = 0，
则 (91) 给出了 (90) 的稳定性估计。

(iii) 对于 i = 1, . . . , d− 1 取 δmi (q⃗mk ) = 1 及 cmi (q⃗mk ) = 0，由 (91) 可直观地看出：当
αm
i (q⃗mk ) 较大时，q⃗mk 在 τ⃗mi (q⃗mk ) 方向上的切向运动将受到抑制。反之，由 (90b)
也明显可见，取 δmi (q⃗mk ) = 0 及 αm

i (q⃗mk ) > 0，就能固定切向运动。这些观察给出
了控制几何流离散演化中切向运动的一种途径。具体而言，Barrett et al. (2008d)
提出并采用了如下策略：

(S1) αm
i = α ∈ R≥0 , δmi = 1 , cmi = 0 ;

(S2) αm
i = α ∈ R>0 , δmi = δ ∈ R>0 ,

cmi (q⃗mk ) = 1
∆tm

(z⃗mk − q⃗mk ) . τ⃗mi (q⃗mk ) , k = 1, . . . ,K ;

(S3) αm
i = 1 , δmi = 0 ,

cmi (q⃗mk ) = 1
∆tm

(z⃗mk − q⃗mk ) . τ⃗mi (q⃗mk ) , k = 1, . . . ,K ;

其中 i = 1, . . . , d− 1，z⃗mk 是 q⃗mk 的相邻节点的平均值。这些策略的作用可归纳如
下。随着 α > 0 增大，(S1) 使 |βm+1

i |、i = 1 → d− 1 减小，因而减弱切向运动，
见 (90c)。策略 (S2) 则旨在诱导朝向“重心”z⃗mk 的切向运动。最后，(S3) 完全
固定切向运动，使得每个顶点 X⃗m+1(q⃗mk ) 在时间步结束后与 z⃗mk 具有相同的切
向分量。

(iv) 与 §5.3 类似，也可考虑格式 (90) 的半离散变体。它满足定理 88(i) 的相应形式；
当所逼近的流保持体积时，还满足定理 88(ii)。

注记 95
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(i) 还可考虑与 (85) 和 (90) 密切相关的两个变体：将 (85) 和 (90) 中的 ν⃗m 项换成
ω⃗m

|ω⃗m|。回顾 (19)，这仅是对原格式的小幅修改，即将每个顶点处的 ω⃗m 归一化。
对于这些变体，定理 90 和定理 93 的所有结论仍成立，注记 92(i)1 和注记 94
中的大部分结论也仍成立。后两个注中唯一不再成立的性质是体积守恒。由定
理 88(ii) 的证明可见，体积守恒要求 (85) 和 (90) 中出现 ν⃗m；因此，我们通常
倾向于采用这些格式的原始形式。

(ii) 对于平均曲率流，当 Fm(χ) = χ 时，采用注记 94(iii) 中策略 (S1) 得到的 (90)
的解 X⃗m+1 ∈ V (Γm) 满足

1

∆tm

〈[(
X⃗m+1 − i⃗d

)
. ω⃗m

]
ω⃗m + α

d−1∑
i=1

[(
X⃗m+1 − i⃗d

)
. τ⃗mi

]
τ⃗mi , η⃗

〉h

Γm

+
〈
∇s X⃗

m+1,∇s η⃗
〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) . (94)

将 (94) 中的 ω⃗m 归一化，可得一个密切相关的逼近

1

∆tm

〈[(
X⃗m+1 − i⃗d

)
. ω⃗m

] ω⃗m

|ω⃗m|2
+ α

d−1∑
i=1

[(
X⃗m+1 − i⃗d

)
. τ⃗mi

]
τ⃗mi , η⃗

〉h

Γm

+
〈
∇s X⃗

m+1,∇s η⃗
〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) , (95)

它对应于 (i) 中所述 (90) 的变体。对 θ ∈ R≥0 引入满足

Qm
θ (q⃗mk ) = θ Id + (1− θ)

ω⃗m(q⃗mk )⊗ ω⃗m(q⃗mk )

|ω⃗m(q⃗mk )|2
, k = 1, . . . ,K , (96)

的 Qm
θ ∈ V (Γm)，由 { ω⃗m(q⃗mk )

|ω⃗m(q⃗mk )| , τ⃗
m
1 (q⃗mk ), . . . , τ⃗md−1(q⃗

m
k )} 为标准正交基这一事实，

立即得到：对每个 k = 1, . . . ,K 及每个 z⃗ ∈ Rd，

[z⃗ . ω⃗m(q⃗mk )]
ω⃗m(q⃗mk )

|ω⃗m(q⃗mk )|2
+ α

d−1∑
i=1

[z⃗ . τ⃗mi (q⃗mk )] τ⃗mi (q⃗mk )

= (1− α) z⃗ . ω⃗m(q⃗mk )
ω⃗m(q⃗mk )

|ω⃗m(q⃗mk )|2
+ α z⃗ = Qm

α (q⃗mk ) z⃗ .

因此，对于 α = θ，(95) 等价于

〈
Qm

θ

X⃗m+1 − i⃗d
∆tm

, η⃗

〉h

Γm

+
〈
∇s X⃗

m+1,∇s η⃗
〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) . (97)

1译注：底本此处的注记编号误指前一条，现改指所引用子项所属的注记。
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显然，θ = 1 退化为采用质量集中的 (68)，而 θ = 0 则是将 ω⃗m 归一化后的 (47)，
回顾 (i)。对于 θ ∈ (0, 1)，得到二者之间的某种插值，其切向运动与注记 94(iii)
中 (S1) 在 α = θ 时所述相同。还应注意，Elliott and Fritz (2017) 在 d = 2 情形
的主要思想，是将 θ Id + (1− θ) ν⃗m ⊗ ν⃗m 引入 (72) 的第一项中；其方式与 (97)
相对于 (68) 的修改类似。

注记 96 (离散线性方程组) 稍作修改 §4.3 中的定义与方法，即可导出逼近格式 (76)、
(85) 和 (90) 在每个时间层所须求解的离散线性方程组。最有效的求解方式是采用
UMFPACK 等稀疏直接求解方法，见Davis (2004)。

5.6 其他参数方法
Bänsch et al. (2005) 给出了表面扩散的另一种参数有限元逼近。他们的格式基于

V⃗ = V ν⃗ , V = −∆s κ , κ = κ⃗ . ν⃗ , κ⃗ = ∆s i⃗d , 在Γ(t) ,

的离散，而非 (75) 的离散。与 (76) 相比，该方法多出两个变量；又因曲面的运动方向
始终与法向量共线，曲面网格一般会逐渐恶化。

另见 Bänsch et al. (2004)，其中在假设解足够光滑的条件下，对表面扩散的图像
形式给出了采用次数满足 k ≥ 1 的连续分片多项式的半离散有限元逼近的误差分析。
Coleman et al. (1996) 考虑了轴对称表面扩散的图像形式，并采用连续分片线性函数
作半离散有限元逼近。其相应误差分析在假设解足够光滑的条件下由 Deckelnick et al.
(2003)给出。此外，Barrett et al. (2019b)还考虑了轴对称表面扩散的参数有限元逼近。
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6.1 支配方程的推导
在许多界面问题中，能量密度依赖于方向。这种依赖性可以源自材料物理性质的

方向依赖性。例如，在晶体中，界面能取决于界面方向与晶格取向之间的关系。典型
的各向异性表面能具有如下形式：

|Γ|γ =

∫
Γ

γ(ν⃗) dHd−1 , (98)

其中 Γ 是 Rd 中的闭可定向 C1 超曲面，d ≥ 2，其单位法向量场为 ν⃗；γ : Sd−1 → R>0

是给定的各向异性能量密度。为便于数学处理，将 γ 延拓为 Rd 上的函数。仍以 γ 表
示此延拓，并假定它是一阶绝对齐次的，即

γ(λ p⃗) = |λ| γ(p⃗) ∀ p⃗ ∈ Rd, λ ∈ R .

以下假设 γ ∈ C2(Rd \ {⃗0})。对此恒等式关于 λ 求导，得

γ′(p⃗) . p⃗ = γ(p⃗) ∀ p⃗ ∈ Rd \ {⃗0} , (99)

其中 γ′ 是 γ 的梯度。各向同性情形下，γ(p⃗) = |p⃗|，从而 γ′(p⃗) = p⃗
|p⃗|。关于材料科学

与几何中的各向异性能量，可参阅 Taylor et al. (1992); Bellettini et al. (1999); Giga
(2006)。

引理 97 设 (Γ(t))t∈[0,T ] 为 C2 演化的闭可定向超曲面，其法向量场为 ν⃗。则有式 (36)



72 第六章 各向异性流

的各向异性版本
d
dt |Γ(t)|γ = −〈κγ ,V〉Γ(t) ,

其中 κγ = −∇s . ν⃗γ 为加权平均曲率，其定义是引理13(i) 的各向异性对应形式；
ν⃗γ = γ′(ν⃗) 为 Cahn–Hoffmann 向量。

证明 由输运定理（定理 32），结合式 (98)、(99)、引理 37(ii)、定理 21 及引理 7(i)，
得

d
dt |Γ(t)|γ =

d
dt 〈1, γ(ν⃗)〉Γ(t) =

〈
1, ∂□

t γ(ν⃗)− γ(ν⃗)V κ
〉
Γ(t)

=
〈
1, γ′(ν⃗) . ∂□

t ν⃗ − γ′(ν⃗) . ν⃗ V κ
〉
Γ(t)

= 〈1,−γ′(ν⃗) .∇s V +∇s . (γ
′(ν⃗)V)〉Γ(t)

= 〈∇s . γ
′(ν⃗),V〉Γ(t) = −〈κγ ,V〉Γ(t) .

因此可将平均曲率流与表面扩散的各向异性版本分别定义为

(a) V = β(ν⃗)κγ 和 (b) V = −∇s . (β(ν⃗)∇s κγ) , (100)

其中 β : Sd−1 → R>0 是光滑的动力学系数。上述演化律的推导及进一步说明，见
Taylor et al. (1992); Cahn and Taylor (1994); Taylor and Cahn (1994); Giga (2006)。

对各向异性平均曲率流，由引理 97 和式 (100) 得

d
dt |Γ(t)|γ = −〈κγ ,V〉Γ(t) = −

〈
β(ν⃗),κ2

γ

〉
Γ(t)

≤ 0 , (101)

而对各向异性表面扩散，由引理 7(i)、定义 5(ii) 及散度定理（定理 21）可得

d
dt |Γ(t)|γ = −〈κγ ,V〉Γ(t) = −

〈
β(ν⃗), |∇s κγ |2

〉
Γ(t)

≤ 0 . (102)

对表面能 |Γ|γ，自然也可以提出等周问题：在围成给定体积的所有形状中，求使
|Γ|γ 最小的形状。为此定义对偶函数

γ∗(q⃗) = sup
p⃗∈Rd\{0⃗}

p⃗ . q⃗

γ(p⃗)
∀ q⃗ ∈ Rd .

则等周问题的解在相差一个缩放的意义下，是 Wulff 形状

W = {q⃗ ∈ Rd : γ∗(q⃗) ≤ 1} .
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图 3: R2 中的 Frank 图及 Wulff 形状。左：l1 范数，γ(p⃗) =
∑2

i=1 |pi|；右：加权范数
γ(p⃗) = (p⃗ . G p⃗)

1
2，G = 1

4

(
4 0
0 1

)
。

这是 γ∗ 的 1 球。还定义 γ 的 1 球

F = {p⃗ ∈ Rd : γ(p⃗) ≤ 1} ,

称之为 Frank 图，例子见图 3。Frank 图或 Wulff 形状具有平坦部分、棱和角点的表面
能也颇受关注；它们称为晶体型表面能，以下方法同样能够对其作稳定逼近。

6.2 适当的弱形式
构造稳定离散格式十分困难，因为流

V = β(ν⃗)κγ 和 V = −∇s . (β(ν⃗)∇s κγ) 在Γ(t)

的非线性比各向同性情形更强。主要困难在于，恒等式

κ⃗ = κ ν⃗ = ∆s i⃗d 在Γ(t) , (103)

（见引理 13(ii)）的对应形式一般不再成立。不过，在许多实际情形中，本文作者得到
了式 (103) 的各向异性版本。

关键观察是：若将 Rd 中的标准 Euclid 内积替换为内积

(u⃗, v⃗)G̃ = u⃗ . G̃ v⃗ ∀ u⃗, v⃗ ∈ Rd , (104)

，其中 G̃ ∈ Rd×d 为对称正定矩阵，则式 (103) 仍可成立。只须将平均曲率向量 κ⃗ 与
Laplace–Beltrami 算子 ∆s 替换为适合这一新内积的相应版本。实际上，只需考虑新
内积所给 Riemann 度量下，Γ(t) 上的典范 Laplace–Beltrami 算子。不过，仍须确定与
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新内积相应的表面能密度。由 Barrett et al. (2008a, 引理 2.1) 可知，

γ(ν⃗) =
√
ν⃗ . G ν⃗ (105)

给出 G̃ = [detG]
1

d−1G−1 及加权平均曲率 κγ，并使之满足类似于各向同性情形的关系
（参见式 (103)）。具体而言，有

κγ ν⃗ = γ(ν⃗) G̃∆G̃
s i⃗d 在Γ(t) ,

见 Barrett et al. (2008a, (2.33), (2.37))。其中 ∆G̃
s = ∇G̃

s .∇G̃
s 是内积 (104) 所诱导1的

Laplace–Beltrami 算子，(∇G̃
s .) 与 ∇G̃

s 分别是相应的切向散度与切向梯度。流形上适
当的广义散度定理可用来引入 γ(ν⃗) G̃∆G̃

s i⃗d 的弱形式。遗憾的是，式 (105) 所示的简
单各向异性仅能给出椭球型 Wulff 形状，如图 3 右侧所示；我们希望处理的情形当然
更为一般。

现在考虑更大的一类表面能密度：它们由椭球型各向异性能量的适当范数给出。
具体取

γ(p⃗) =

(
L∑

ℓ=1

[γℓ(p⃗)]
r

) 1
r

, γℓ(p⃗) =
√

p⃗ . Gℓ p⃗ , ℓ = 1, . . . , L , (106)

从而

γ′(p⃗) = [γ(p⃗)]
1−r

L∑
ℓ=1

[γℓ(p⃗)]
r−1

γ′
ℓ(p⃗) .

其中 r ∈ [1,∞)，且 Gℓ ∈ Rd×d（ℓ = 1, . . . , L）均为对称正定矩阵。大多数有意义的能
量都可用上述能量类逼近。特别地，适当选择 r、L 与 {Gℓ}Lℓ=1，便可建立六角对称和
立方对称各向异性的模型，见图 4。注意，在平面情形 d = 2 下，从建模角度看，选择
r > 1 并无益处。此外，选择 r = 1 的优点在于所得格式是线性的，即每一时间层只需
求解一个线性方程组。

第 2 章中讨论的曲面微积分，大部分都可推广到上述能量的情形。例如，对 C2

超曲面 Γ，有（见 Barrett et al. (2008a, 定理 2.1)）

κγ ν⃗ =

L∑
ℓ=1

γℓ(ν⃗) G̃ℓ ∇G̃ℓ
s .

[[
γℓ(ν⃗)

γ(ν⃗)

]r−1

∇G̃ℓ
s i⃗d

]
在Γ , (107)

其中 G̃ℓ = [detGℓ]
1

d−1 G−1
ℓ 、ℓ = 1, . . . , L 及 ∇G̃ℓ

s 、
(
∇G̃ℓ
s .

)
定义如下。设 Γ ⊂ Rd 是

C1 超曲面，p⃗ ∈ Γ；又设 {τ⃗1, . . . , τ⃗d−1} 是 Tp⃗ Γ 关于 G̃ℓ 在 Rd 上诱导的内积 (·, ·)G̃ℓ

的一组标准正交基，参见式 (104)。设 f : Γ → R、f⃗ : Γ → Rd 为 C1 函数。f 的各向
1译注：底本此处误引平均曲率恒等式，现改指前文所定义的内积。
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图 4: R3 中的 Frank 图及 Wulff 形状。左：正则化的 l1 范数，γ(p⃗) =
∑3

ℓ=1 [ε
2 |p⃗|2 +

p2ℓ(1− ε2)]
1
2、ε = 0.01；中：立方对称各向异性，γ(p⃗) = [

∑3
ℓ=1 [ε

2 |p⃗|2+ p2ℓ(1− ε2)]
r
2 ]

1
r、

ε = 0.01、r = 30；右：六角对称各向异性，γ(p⃗) =
∑4

ℓ=1 [p⃗ . R
⊺
ℓ diag(1, ε2, ε2)Rℓ p⃗]

1
2、

ε = 0.01。这里 Rℓ（ℓ = 1, . . . , 4）为适当的旋转矩阵。

异性曲面梯度、f⃗ 的各向异性曲面散度，以及 f⃗ 的各向异性曲面 Jacobian 矩阵，在点
p⃗ ∈ Γ 处分别定义为

(∇G̃ℓ
s f)(p⃗) =

d−1∑
i=1

(∂τ⃗i f)(p⃗) τ⃗i , (108a)

(∇G̃ℓ
s . f⃗)(p⃗) =

d−1∑
i=1

G̃ℓ τ⃗i . (∂τ⃗i f⃗)(p⃗) , (108b)

(∇G̃ℓ
s f⃗)(p⃗) =

d−1∑
i=1

(∂τ⃗i f⃗)(p⃗)⊗ G̃ℓ τ⃗i . (108c)

定义 (108) 是 n = d− 1 时定义 5(ii)–(iv) 的各向异性版本。若进一步有 g⃗ ∈ C1(Γ)，则
还定义 (

∇G̃ℓ
s f⃗ ,∇G̃ℓ

s g⃗
)
G̃ℓ

(p⃗) =

d−1∑
i=1

(
(∂τ⃗i f⃗)(p⃗), (∂τ⃗i g⃗)(p⃗)

)
G̃ℓ

.

借助广义散度定理（见 Barrett et al. (2008a, 引理 2.8)），当各向异性能量密度 γ

具有式 (106) 的形式时，可得到各向异性流 (100) 的如下弱形式。给定闭超曲面 Γ(0)，
求具有整体参数化的演化超曲面 (Γ(t))t∈[0,T ]，并以 V⃗ 表示由该参数化诱导的速度场；
同时求 κγ ∈ L2(GT )，具体如下。对几乎所有 t ∈ (0, T )，求 V⃗(·, t) ∈ [L2(Γ(t))]d 及
κγ(·, t) ∈ L2(Γ(t))；对于表面扩散，后者还须属于 H1(Γ(t))，并使得

〈
V⃗, χ ν⃗

〉
Γ(t)

=

〈β(ν⃗)κγ , χ〉Γ(t) ∀ χ ∈ L2(Γ(t))

〈β(ν⃗)∇s κγ ,∇s χ〉Γ(t) ∀ χ ∈ H1(Γ(t))
, (109a)

〈κγ ν⃗, η⃗〉Γ(t) +
〈
∇G̃
s i⃗d,∇G̃

s η⃗
〉
Γ(t),γ

= 0 ∀ η⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d , (109b)
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其中

〈
∇G̃
s χ⃗,∇G̃

s η⃗
〉
Γ(t),γ

=

L∑
ℓ=1

∫
Γ(t)

[
γℓ(ν⃗)

γ(ν⃗)

]r−1

(∇G̃ℓ
s χ⃗,∇G̃ℓ

s η⃗)G̃ℓ
γℓ(ν⃗) dHd−1 (110)

对所有 χ⃗, η⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d 成立。上述弱形式仅含至多一阶导数，因此再次可以用连续
分片线性有限元将这些方程离散化。

6.3 有限元逼近
利用弱形式 (109)，可以构造 (100) 的有限元逼近。仿照各向同性平均曲率流的式

(41)，将速度与几何离散化，便得到 Barrett et al. (2008c,a) 中的如下有限元逼近。
设闭多面体超曲面 Γ0是 Γ(0)的逼近。对m = 0, . . . ,M−1，求满足 X⃗m+1 ∈ V (Γm)

的 Γm+1 = X⃗m+1(Γm)，其单位法向量为 ν⃗m+1；同时求 κm+1
γ ∈ V (Γm)，使得

〈
X⃗m+1 − i⃗d

∆tm
, χ ν⃗m

〉h

Γm

=


〈
β(ν⃗m)κm+1

γ , χ
〉h
Γm〈

β(ν⃗m)∇s κ
m+1
γ ,∇s χ

〉
Γm

∀ χ ∈ V (Γm) , (111a)

〈
κm+1
γ ν⃗m, η⃗

〉h
Γm +

〈
∇G̃ℓ
s X⃗m+1,∇G̃ℓ

s η⃗
〉
Γm,γ

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) . (111b)

以上使用记号〈
∇G̃ℓ
s X⃗m+1,∇G̃ℓ

s η⃗
〉
Γm,γ

=

L∑
ℓ=1

∫
Γm

[
γℓ(ν⃗

m+1 ◦ X⃗m+1)

γ(ν⃗m+1 ◦ X⃗m+1)

]r−1

(∇G̃ℓ
s X⃗m+1,∇G̃ℓ

s η⃗)G̃ℓ
γℓ(ν⃗

m) dHd−1 ,

即式 (110) 的离散对应形式。

注记 98 (平面曲线) 沿用 §3.1.2 的记号，与 (48) 类似，在 d = 2 的情形下，即对于
平面曲线的演化，方程组 (111) 可大为简化，亦见Barrett et al. (2008a, (3.5))。具体
而言，可将 (111) 改写如下。设 X⃗0 ∈ V h(I) 使 Γ0 = X⃗0(I) 是 Γ(0) 的多边形逼近。对
m = 0, . . . ,M − 1，求 (X⃗m+1, κm+1

γ ) ∈ V h(I)× V h(I)，使得

−

〈
X⃗m+1 − X⃗m

∆tm
, χ [X⃗m

ρ ]⊥

〉h

I

=


〈
β

(
− [X⃗m

ρ ]⊥

|X⃗m
ρ |

)
κm+1
γ , χ |X⃗m

ρ |
〉h

I〈
β

(
− [X⃗m

ρ ]⊥

|X⃗m
ρ |

)
(κm+1

γ )ρ, χρ |X⃗m
ρ |−1

〉
I

, (112a)
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−
〈
κm+1
γ [X⃗m

ρ ]⊥, η⃗
〉h
I
+

L∑
ℓ=1

〈[
γℓ([X⃗

m+1
ρ ]⊥)

γ([X⃗m+1
ρ ]⊥)

]r−1
Gℓ [X⃗

m+1
ρ ]⊥

γℓ([X⃗m
ρ ]⊥)

, η⃗⊥ρ

〉
I

= 0 (112b)

对所有 χ ∈ V h(I) 和 η⃗ ∈ V h(I) 成立。

当 (106) 中 r = 1 时，方程组 (111) 不依赖于 ν⃗m+1，因而化为以 X⃗m+1 与 κm+1
γ

为未知量的线性方程组。对于这些离散系统，有如下存在唯一性结果；将相应各向同
性情形的证明推广即可得到，见定理 76 和 86。

定理 99 设 Γm 满足假设64(i)，且 γ 具有 (106) 的形式，其中 r = 1。则方程组 (111)
存在唯一解 (X⃗m+1, κm+1

γ ) ∈ V (Γm)× V (Γm)。

证明 这两个结论的证明与定理 76 和 86 的证明相同，亦见 Barrett et al. (2008a, 定
理 3.1)。

注记 100 对于 r > 1 的非线性离散格式，目前尚无存在性或唯一性结果。不过，实
际求解非线性方程组 (111) 并无困难，所用的迭代求解器总能收敛。

格式 (111) 的主要性质，是其稳定性可以得到证明。由此便能计算强各向异性、接
近晶体型各向异性问题的解；文献中的其他格式往往难以做到这一点。关键在于，各
向异性能量满足一个局部不等式，类似于引理 55 在 d = 3 时给出的各向同性版本。具
体有如下结果。

引理 101 设 d = 3，且 Γh =
⋃J

j=1 σj 为 Rd 中的多面体超曲面，其单位法向量为 ν⃗h。
则对 j = 1, . . . , J 和 ℓ = 1, . . . , L，有

1
2

∫
σj

γℓ(ν⃗
h) |∇G̃ℓ

s X⃗|2
G̃ℓ

dH2 ≥
∫

X⃗(σj)

γℓ(ν⃗
h
X⃗
) dH2 ∀ X⃗ ∈ V (Γh) ,

当 X⃗ = i⃗d|
Γh

∈ V (Γh) 时等号成立。其中 ν⃗h
X⃗
是多面体超曲面 X⃗(Γh) 上的单位法向量，

且 | · |2
G̃ℓ

= (·, ·)G̃ℓ
。

证明 见 Barrett et al. (2008a, 引理 3.1)。

引理 102 设 γ 具有 (106) 的形式，d = 2 或 d = 3。设 Γh =
⋃J

j=1 σj 是 Rd 中的多面
体超曲面，其单位法向量为 ν⃗h。设 γ 具有 (106) 的形式，且 X⃗ ∈ V (Γh)。则〈

∇G̃
s X⃗,∇G̃

s (X⃗ − i⃗d)
〉
Γh,γ

≥ |X⃗(Γh)|γ − |Γh|γ ,

其中 |Γh|γ =
〈
1, γ(ν⃗h)

〉
Γh。

证明 d = 3 时的证明依赖于引理 101，见 Barrett et al. (2008a, 定理 3.2)。结合注
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记 98，对于 d = 2 且 r = 1 的情形，可采用类似于引理 57 证明中式 (27) 的思路，见
Barrett et al. (2008c, 定理 2.5)。利用Barrett et al. (2008a, 定理 3.2) 中的技巧，可容
易地推广到 r ≥ 1 的情形。

定理 103 设 γ具有 (106)的形式，d = 2或 d = 3。设 (X⃗m+1, κm+1
γ ) ∈ V (Γm)×V (Γm)

是 (111) 的解，则有

|Γm+1|γ +∆tm


〈
β(ν⃗m)κm+1

γ , κm+1
γ

〉h
Γm〈

β(ν⃗m)∇s κ
m+1
γ ,∇s κ

m+1
γ

〉
Γm

≤ |Γm|γ , (113)

其中沿用式 (98) 的记号。

证明 仿照定理 77 的证明，在式 (111a) 中取 χ = κm+1
γ ∈ V (Γm)，在式 (111b) 中取

η⃗ = 1
∆tm

(X⃗m+1 − i⃗d|Γm ) ∈ V (Γm)，再结合引理 102，即得所求结论。

不等式 (113) 分别是 (101) 和 (102) 的离散对应形式，也是定理 77 与 87 的各向
异性对应形式。

6.4 求解方法与离散系统
与各向同性情形相比，矩阵组装仅稍为复杂。除 §4.3 中的矩阵之外，定义 MΓm,β ,

AΓm,β ∈ RK×K，其元素为

[MΓm,β ]kl =
〈
β(ν⃗m)ϕΓm

k , ϕΓm

l

〉h
Γm

, [AΓm,β ]kl =
〈
β(ν⃗m)∇s ϕ

Γm

k ,∇s ϕ
Γm

l

〉
Γm

.

此外，给定 v⃗ ∈ V c(Γ
m)，引入 AΓm,γ (⃗v) ∈ (Rd×d)K×K，其元素为

[AΓm,γ (⃗v)]kl =
L∑

ℓ=1

〈[
γℓ(⃗v)
γ(⃗v)

]r−1

γℓ(ν⃗
m)∇G̃ℓ

s ϕΓm

k ,∇G̃ℓ
s ϕΓm

l

〉
Γm

G̃ℓ ,

这里用到了式 (110) 和 (104)。这些矩阵的组装并不困难；例如，

(〈
∇G̃ℓ
s ϕΓm

k ,∇G̃ℓ
s ϕΓm

l

〉
Γm

)K
k,l=1
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的组装与式 (45) 中 AΓm 的组装十分相似。采用 (46) 的记号，可将 (111) 表述如下：
求 (δX⃗m+1, κm+1

γ ) ∈ (Rd)K × RK，使得

∆tm

MΓm,β

AΓm,β

−N⃗
⊺
Γm

N⃗Γm AΓm,γ (⃗vm+1)


(

κm+1
γ

δX⃗m+1

)
=

(
0

−AΓm,γ (⃗vm+1) X⃗m

)
, (114)

其中使用了记号 v⃗m+1 = ν⃗m+1 ◦ X⃗m+1，并回顾 δX⃗m+1 是 X⃗m+1 − i⃗d|Γm ∈ V (Γm) 关
于标准基的系数向量。

若 γ 具有 (106) 的形式且 r = 1，则方程组 (114) 不依赖于 v⃗m+1，因而是线性的。
因此，可仿照 (46) 求解：或使用稀疏直接求解器，或采用 Schur 补方法及预条件共轭
梯度求解器。详见 Barrett et al. (2008a, §4)。

另一方面，若 r > 1，则非线性方程组 (114) 可用滞后的不动点型迭代求解。每一
步迭代均求解形如 (114) 的线性方程组，其中将 v⃗m+1 替换为给定量 v⃗m+1,i。实际计
算中，这种迭代总能收敛；进一步的细节见 Barrett et al. (2008a, §4)。

6.5 半离散格式的体积守恒性
对于 (111) 的时间连续半离散版本，容易证明定理 79(i) 及 88(i) 的各向异性对应

结论；在各向异性表面扩散情形下，定理 88(ii) 的对应结论亦成立。

注记 104 (切向运动) 在各向异性情形下，(111b) 的半离散对应形式所诱导的切向运
动，不再使曲面满足定义60。特别地，定理79(ii) 一般不成立。平面情形下，若 γ 具有
(106) 的形式，且 L = 1、r = 1，则可以证明关于 γ 的等分布性质，见Barrett et al.
(2008c, 注记 2.7)。不过，对任何形如 (106) 的 γ，无论 d = 2 还是 d = 3，全离散格式
(111) 在实际计算中均给出质量良好的网格，未出现可能使格式失效的网格节点聚并。
例如，可参看Barrett et al. (2008a, §5) 中的数值模拟。

6.6 其他数值方法
在 d = 2 的情形下，Dziuk (1999a) 提出了各向异性平均曲率流的数值格式；在所

逼近的解充分光滑的假设下，还给出了时间连续半离散版本的误差估计。

同样在 d = 2 的情形下，Barrett et al. (2011) 考察了各向异性演化方程的全隐式
全离散格式，其形式与 (63) 类似。
将本章方法推广到曲面簇及带边曲面的各向异性演化律，见 Barrett et al. (2008c,

2010a,d)。
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关于高余维各向异性曲率驱动流的参数方法，见 Pozzi (2007, 2008); Barrett et al.
(2010b)。

Deckelnick and Dziuk (1999) 还研究了各向异性平均曲率流的图像表述，在解充
分光滑的假设下，对连续分片线性半离散有限元逼近进行了误差分析。关于各向异性
表面扩散图像表述的全离散有限元逼近及相应误差分析，见 Deckelnick et al. (2005b)。
关于水平集法和相场法对各向异性平均曲率流的逼近，亦见 Deckelnick et al.

(2005a)。前者的相关工作有 Clarenz et al. (2005); Burger et al. (2007)；后者见 Caginalp
and Lin (1987); Garcke et al. (1999); Beneš (2003); Gräser et al. (2013)，以及本文作
者在 Barrett et al. (2013b, 2014b) 中关于各向异性平均曲率流和各向异性表面扩散的
稳定逼近工作。

最后，对于强各向异性表面能，一些作者引入了曲率能量正则化，由此得到与
Willmore 流相似的高阶流，见 Burger (2005); Haußer and Voigt (2005); Torabi et al.
(2009)。



第七章

体区域方程与曲
面几何方程的耦合
及其在晶体生长中
的应用

现在考虑曲率驱动的界面演化如何涉及定义在界面周围体区域中的量。

7.1 Mullins–Sekerka问题
先从界面几何方程与体区域方程耦合的一个最简单的问题入手。设 Ω ⊂ Rd，d ≥ 2，

是具有 Lipschitz 边界 ∂Ω 的区域，并由一个界面分为两个不同的相。假设在每一时刻
t，该界面均为闭 C2 超曲面 Γ(t) ⊂ Ω。采用 §2.4 的记号，回顾图 1，假设两相分别占
据区域 Ω−(t) 和 Ω+(t) = Ω \Ω−(t)，其中 Γ(t) = ∂Ω−(t)，并以 ν⃗ 表示 Ω−(t) 在 Γ(t)

上的外单位法向量。Mullins–Sekerka 问题如下：给定 Γ(0)，求 u : Ω × [0, T ] → R 及
演化界面 (Γ(t))t∈[0,T ]，使得对所有 t ∈ (0, T ] 有

−∆u = 0 于Ω−(t) , −∆u = 0 于Ω+(t) , (115a)

u = κ 在Γ(t) , [∂ν⃗ u]
+
− = −V 在Γ(t) , (115b)

∂ν⃗Ω
u = 0 在 ∂Ω , (115c)
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其中采用了记号 (13)，ν⃗Ω 是 Ω 在 ∂Ω 上的外单位法向量。

7.1.1 Mullins–Sekerka问题的弱形式 Mullins–Sekerka 问题的有限元逼近需要适
当的弱形式，现将其给出。给定闭超曲面 Γ(0) ⊂ Ω，求将 Ω 分为 Ω−(t) 和 Ω+(t)、
具有整体参数化及其诱导速度场 V⃗ 的演化超曲面 (Γ(t))t∈[0,T ]，以及 κ ∈ L2(GT ) 和
u : Ω × [0, T ] → R，使之满足：对几乎所有 t ∈ (0, T )，求 (u(·, t), V⃗(·, t),κ(·, t)) ∈
H1(Ω)× [L2(Γ(t))]d × L2(Γ(t)) 使得

(∇u,∇ϕ) =
〈
V⃗, ϕ ν⃗

〉
Γ(t)

∀ ϕ ∈ H1(Ω) , (116a)

〈u, χ〉Γ(t) = 〈κ, χ〉Γ(t) ∀ χ ∈ L2(Γ(t)) , (116b)

〈κ ν⃗, η⃗〉Γ(t) +
〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γ(t)

= 0 ∀ η⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d . (116c)

这里 (·, ·) = 〈·, ·〉Ω 是 Ω 上的 L2 内积。容易证明，(116) 的足够光滑的解也满足 (115)。
为此，由 (116a) 及注记 36，利用稠密性论证，得到

〈V , ϕ〉Γ(t) =
〈
V⃗, ϕ ν⃗

〉
Γ(t)

= (∇u,∇ϕ)

= −
∫

Ω−(t)∪Ω+(t)

ϕ∆u dLd + 〈∂ν⃗Ω
u, ϕ〉∂Ω −

〈
[∂ν⃗ u]

+
− , ϕ

〉
Γ(t)

∀ ϕ ∈ H1(Ω) . (117)

由变分法基本引理及 (117)，便得 (115a)、(115c) 以及 (115b) 的第二个条件。类似地，
由 (116b) 及 (116c)，结合注记 22(iv)，可知 (115b) 的第一个条件也成立。

注记 105 对于 (116) 的足够光滑的弱解，可在形式上证明如下结论。

(i) Mullins–Sekerka 问题使界面面积下降。由输运定理（定理 32），并在 (116b) 中
取 χ = V，在 (116a) 中取 ϕ = u，得到

d
dt |Γ(t)| = −〈κ,V〉Γ(t) = −〈u,V〉Γ(t) = −

〈
V⃗, u ν⃗

〉
Γ(t)

= − |∇u|2Ω ≤ 0 .

(ii) Mullins–Sekerka 问题保持体积 Ld(Ω−(t))，从而也保持 Ld(Ω+(t))。这是因为，
由输运定理（定理 33）得

d
dt L

d(Ω−(t)) = 〈V , 1〉Γ(t) =
〈
V⃗ , ν⃗

〉
Γ(t)

= (∇u,∇ 1) = 0 ,

其中在 (116a) 中取了 ϕ = 1。

注记 106 给定超曲面 Γ(t) ⊂ Ω，其法向量 ν⃗(t)及曲率 κ(t)也随之确定。求解 (115a)、
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(115c) 及 (115b) 的第一个方程，便可得到依赖于 κ(t) 的体区域函数 u(t)。现在定义

F(κ) = − [∂ν⃗ u]
+
− ,

则有

〈F(κ),κ〉Γ(t) = −
〈
[∂ν⃗ u]

+
− ,κ

〉
Γ(t)

= −
〈
[∂ν⃗ u]

+
− , u

〉
Γ(t)

= |∇u|2Ω ≥ 0 ,

这里用到了 (115b)的第一个方程，以及在 (117)中取 ϕ = u，并注意 (115a)和 (115c)。
因此，Mullins–Sekerka 问题 (115) 可写成一般形式 (81)，且满足 (82)。

7.1.2 Mullins–Sekerka问题的非拟合有限元逼近 除了离散演化超曲面，还须离
散区域 Ω。为简便起见，假设 Ω 是多面体区域。不过，采用适当的边界逼近，也可推
广到弯曲边界区域 Ω，见 Ciarlet (1978)。对于所有 m ≥ 0，设 T m 是将 Ω 分成互不
相交的开单形的规则剖分，使得 Ω = ∪o∈T mo；规则剖分的定义及有限元的更多细节见
Ciarlet (1978)。注意，这里允许体区域的三角剖分随时间变化。与 T m 对应的有限元
空间为

Sm =
{
χ ∈ C(Ω) : χ|o 为仿射的∀ o ∈ T m

}
⊂ H1(Ω) . (118)

设 KSm 是 T m 的节点数，{p⃗mk }KSm

k=1 是这些节点的坐标。以 {ϕSm

k }KSm

k=1 表示 Sm 的标
准基函数。引入插值算子 Im : C(Ω) → Sm，使得对 k = 1, . . . ,KSm 有 (Imη)(p⃗mk ) =

η(p⃗mk )。于是，C(Ω) 上的离散半内积定义为

(η1, η2)
h
m = (Im[η1 η2], 1) ∀ η1, η2 ∈ C(Ω) ,

相应的半范数为 |η|Ω,m = [ (η, η)hm ]
1
2 其中 η ∈ C(Ω)。

现在可以基于弱形式 (116)，给出 Barrett et al. (2010c) 中 Mullins–Sekerka 问题
的有限元逼近。设闭多面体超曲面 Γ0 是 Γ(0) 的逼近，并回顾时间区间剖分 (40)。对
m = 0, . . . ,M − 1，求 (Um+1, X⃗m+1, κm+1) ∈ Sm × V (Γm)× V (Γm) 使得

(
∇Um+1,∇φ

)
=

〈
πΓm

[
X⃗m+1 − i⃗d

∆tm
. ω⃗m

]
, φ

〉
Γm

∀ φ ∈ Sm , (119a)

〈
κm+1, χ

〉h
Γm =

〈
Um+1, χ

〉
Γm ∀ χ ∈ V (Γm) , (119b)〈

κm+1 ν⃗m, η⃗
〉h
Γm +

〈
∇s X⃗

m+1,∇s η⃗
〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) (119c)

并置 Γm+1 = X⃗m+1(Γm)。这里用到了（17）。

注记 107 (实现) 逼近 (119) 称为非拟合逼近，因为曲面网格与体网格完全独立，并
不拟合于体网格；确切地说，曲面网格并非由体网格的面组成，见Barrett and Elliott
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(1982)。因此，计算 (119a) 和 (119b) 的右端时，须采用特殊的求积规则。其中最具
挑战的是计算任意单元 σm ⊂ Γm 与体网格单元 om ∈ T m 的交集 σm ∩ om。Barrett
et al. (2010c, 第 6284 页) 给出了计算这些交集的算法，另见Barrett et al. (2010c) 中
的图 4、5。

在陈述下一个结论之前，需要对体网格与曲面网格的相容性作一假设。

假设 108 设 Γm 和 T m 满足

dim


∫
Γm

φ ω⃗m dHd−1 : φ ∈ Sm

 = d .

定理 109 设 Γm 和 T m 满足假设 108。则 (119) 存在唯一解 (Um+1, X⃗m+1, κm+1) ∈
Sm × V (Γm)× V (Γm)。此外，若 d = 2 或 d = 3，则 (119) 的解满足稳定性估计

|Γm+1|+∆tm
∣∣∇Um+1

∣∣2
Ω
≤ |Γm| .

证明 存在性由唯一性推出，故考虑如下齐次线性方程组：求 (U, X⃗, κ) ∈ Sm ×
V (Γm)× V (Γm) 使得

∆tm (∇U,∇φ)−
〈
πΓm [X⃗ . ω⃗m], φ

〉
Γm

= 0 ∀ φ ∈ Sm , (120a)

〈κ, χ〉hΓm − 〈U, χ〉Γm = 0 ∀ χ ∈ V (Γm) , (120b)

〈κ ω⃗m, η⃗〉hΓm +
〈
∇s X⃗,∇s η⃗

〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) , (120c)

其中（120c）用到了（19）。在 (120a) 中取 φ = U，在 (120b) 中取 χ = πΓm [X⃗ . ω⃗m]，
在 (120c) 中取 η⃗ = X⃗，得到

∆tm |∇U |2Ω +
∣∣∣∇s X⃗

∣∣∣2
Γm

= 0 .

因此，U 在 Ω中为常数，且 X⃗ 在 Γm 上为常数。由 (120a)及假设 108得 X⃗ = 0⃗。此外，
由 (120b) 可知 κ = U 在 Γm 上为常数。因此，可按定理 86 的证明得到 κ = U = 0，
从而得到唯一性。

余下只须证明稳定性界。在 (119a) 中取 φ = Um+1，在 (119b) 中取 χ =

πΓm [(X⃗m+1 − i⃗d) . ω⃗m]，在 (119c) 中取 η⃗ = X⃗m+1 − i⃗d|Γm，得到

∆tm
∣∣∇Um+1

∣∣2
Ω
+
〈
∇s X⃗

m+1,∇s (X⃗
m+1 − i⃗d)

〉
Γm

= 0 .

由引理 57 即得所证。
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注记 110 (半离散格式) 上述稳定性界是注记 105(i)的离散对应形式。不过，全离散格
式 (119) 一般不满足体积守恒性质注记 105(ii) 的精确离散对应形式。原因是在 (119a)
中取 φ = 1，只能得到

0 =
〈
πΓm

[(
X⃗m+1 − i⃗d

)
. ω⃗m

]
, 1
〉
Γm

=
〈
X⃗m+1 − i⃗d, ω⃗m

〉h
Γm

=
〈
X⃗m+1 − i⃗d, ν⃗m

〉h
Γm

=
〈
X⃗m+1 − i⃗d, ν⃗m

〉
Γm

, (121)

这里用到了 (19) 及 (20)。一般而言，(121) 中的项并不等于离散体积变化 Ld(Ωm+1
− )−

Ld(Ωm
− ) 其中 Ωm

− 表示 Γm 的内部。不过，回顾注记 89(ii)，对于格式 (119) 的半离
散版本，可以证明注记 105(ii) 的精确离散对应结论。此外，该半离散格式还满足定
理 88(iii) 的网格性质。

注记 111 (离散线性方程组) 回顾 §4.3 中的记号，(119) 在每个时间层所求解的线性
方程组可表为：求 (Um+1, κm+1, δX⃗m+1) ∈ RKSm × RK × (Rd)K 使得 AΩ 0 − 1

∆tm
N⃗

⊺
Ω,Γm

−MΓm,Ω MΓm 0

0 N⃗Γm AΓm


 Um+1

κm+1

δX⃗m+1

 =

 0

0

−AΓm X⃗m

 , (122)

这里采用了与 (46) 类似的记号混用。(122) 中各矩阵的定义，或见 (45)，或直接由
(119) 得到；详见Barrett et al. (2010c, §4.1)。实际计算中，线性方程组 (122) 既可用
UMFPACK 等稀疏直接求解方法求解（见Davis (2004)），也可先作 Schur 补，再用
（预条件）共轭梯度法求解。更多细节仍参阅Barrett et al. (2010c, §4.1)。

7.2 带（动力学）Gibbs–Thomson律的 Stefan
问题

一般而言，与上述 Mullins–Sekerka 模型相比，晶体生长现象涉及更复杂的模型。
完整模型是带 Gibbs–Thomson 律及动力学过冷的 Stefan 问题，并考虑各向异性表面
能 (98)。采用与（115）相同的记号与约定，模型如下。
给定 Γ(0)，并在 ϑ > 0 时给定 u0 : Ω → R，求 u : Ω × [0, T ] → R 及演化界面

(Γ(t))t∈[0,T ]，使得 ϑu(·, 0) = ϑu0，并对所有 t ∈ (0, T ] 有

ϑ∂t u−K− ∆u = f 于Ω−(t) , ϑ ∂t u−K+ ∆u = f 于Ω+(t) , (123a)
ρV
β(ν⃗)

= ακγ − a u 在Γ(t) , [K ∂ν⃗ u]
+
− = −λV 在Γ(t) , (123b)

∂ν⃗Ω
u = 0 在 ∂NΩ , u = uD 在 ∂DΩ , (123c)



86 第七章 体区域方程与曲面几何方程的耦合及其在晶体生长中的应用

其中 [K ∂ν⃗ u]
+
− 的定义与（13）类似，且 ∂Ω = ∂NΩ ∪ ∂DΩ，其中 ∂NΩ ∩ ∂DΩ = ∅。在

上述方程组中，u 表示相对于平面界面熔点的温度偏差，f 描述热源，ϑ ∈ R≥0 是体积
热容，K(·, t) = K+ XΩ+(t) +K− XΩ−(t)（其中 K± ∈ R>0）是依赖于相的热导率，回顾
(11)。此外，λ ∈ R>0 是单位体积的潜热，α ∈ R>0 是单位面积的界面能密度，ρ ∈ R≥0

是动力学系数，a ∈ R>0 是量纲为熵除以体积的系数。又如 §6.1，β : Sd−1 → R>0 是
无量纲的迁移率函数，用于描述迁移率对界面局部取向的依赖。显然，取 ϑ = ρ = 0、
K = a = α = λ = 1 及 ∂Ω = ∂NΩ 时，（123）在各向同性情形退化为（115）。
为陈述（123）的弱形式，引入函数空间

S0 = {ϕ ∈ H1(Ω) : ϕ = 0 在 ∂DΩ}和 SD = {ϕ ∈ H1(Ω) : ϕ = uD 在 ∂DΩ} , (124)

为简便起见，此后假设 uD ∈ R，且在 ∂NΩ = ∂Ω 情形有 uD = 0。对于形如 (106) 的各
向异性表面能密度，将 Mullins–Sekerka 问题的弱形式（116）如下推广，即得到（123）
的弱形式。

给定闭超曲面 Γ(0) ⊂ Ω，并在 ϑ > 0 时给定 u0 ∈ L2(Ω)，求将 Ω 分为 Ω−(t) 和
Ω+(t)、具有整体参数化及其诱导速度场 V⃗ 的演化超曲面 (Γ(t))t∈[0,T ]，以及 κ ∈ L2(GT )

和满足 ϑu(·, 0) = ϑu0 的 u ∈ H1(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω)))，使之满足：对几乎
所有 t ∈ (0, T )，求

(u(·, t), V⃗(·, t),κ(·, t)) ∈ SD × [L2(Γ(t))]d × L2(Γ(t)) 使得

ϑ (∂t u, ϕ) + (K∇u,∇ϕ)− (f, ϕ) = λ
〈
V⃗, ϕ ν⃗

〉
Γ(t)

∀ ϕ ∈ S0 , (125a)

ρ

〈
V⃗

β(ν⃗)
, χ ν⃗

〉
Γ(t)

= 〈ακγ − a u, χ〉Γ(t) ∀ χ ∈ L2(Γ(t)) , (125b)

〈κγ ν⃗, η⃗〉Γ(t) +
〈
∇G̃
s i⃗d,∇G̃

s η⃗
〉
Γ(t),γ

= 0 ∀ η⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d , (125c)

其中采用了记号（110）。
对于 (125) 的足够光滑的解，可以在形式上建立如下先验界。在（125a）中取

ϕ = u− uD，在（125b）中取 χ = λ
a V⃗ . ν⃗，在（125c）中取 η⃗ = αλ

a V⃗，由输运定理（定
理 33）及引理 97 得

d
dt

(
ϑ

2
|u− uD|2Ω +

αλ

a
|Γ(t)|γ + λuD Ld(Ω−(t))

)
+ (K∇u,∇u) +

λ ρ

a

〈
β(ν⃗),V2

〉
Γ(t)

= (f, u− uD) . (126)

现在引入 S0 和 SD 的有限元逼近。回顾（118）及 (124)，置

Sm
0 = Sm ∩ S0 和 Sm

D = Sm ∩ SD . (127)
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结合第 4 节关于平均曲率流、第 6 节关于各向异性流以及上文关于 Mullins–Sekerka
问题的思想，Barrett et al. (2010c) 中（125）的有限元逼近如下。设闭多面体超曲面
Γ0 是 Γ(0) 的逼近；若 ϑ > 0，则设 U0 ∈ S0

D 是 u0 的逼近，例如在 u0 ∈ C(Ω) 时取
U0 = I0 u0。对 m = 0, . . . ,M − 1，求 (Um+1, X⃗m+1, κm+1

γ ) ∈ Sm
D × V (Γm)× V (Γm)

使得

ϑ

(
Um+1 − Um

∆tm
, φ

)h

m

+
(
K∇Um+1,∇φ

)
− λ

〈
πΓm

[
X⃗m+1 − i⃗d

∆tm
. ω⃗m

]
, φ

〉
Γm

=
(
fm+1, φ

)h
m

∀ φ ∈ Sm
0 , (128a)

ρ

〈
[β(ν⃗m)]−1 X⃗m+1 − i⃗d

∆tm
, χ ω⃗m

〉h

Γm

− α
〈
κm+1
γ , χ

〉h
Γm + a

〈
Um+1, χ

〉
Γm = 0

∀ χ ∈ V (Γm) , (128b)〈
κm+1
γ ν⃗m, η⃗

〉h
Γm +

〈
∇G̃
s X⃗m+1,∇G̃

s η⃗
〉
Γm,γ

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) (128c)

并置 Γm+1 = X⃗m+1(Γm)。这里引入了 fm+1 = f(·, tm+1)，并为方便起见，假设对所
有 t ∈ [0, T ] 有 f(·, t) ∈ C(Ω)。此外，回顾（17），并注意：为证明 (128) 的存在性、唯
一性及稳定性结论，必须在 (128b) 中使用 ω⃗m 而非 ν⃗m；见下文定理 113 的证明。

注记 112 (实现) 与注记 107 中对 (119) 所述的计算困难相比，(128) 中唯一新增的
困难是项 (K∇Um+1, ∇φ)。为在 K+ 6= K− 情形计算此项，须对每个 o ∈ T m 计算
Ld(o ∩ Ωm

− )，其中 Ωm
− 表示 Γm 的内部。这可以按Barrett et al. (2013a, 注 4.2) 中所

述完成，但由于有限元逼近采用非拟合方式，计算代价较高。另一种途径是引入积分(
K∇Um+1,∇φ

)
的适当数值逼近，与下文 §7.3 及第 8 节 中的处理类似。对于 (123a)

中依赖于相的外力项 f±，也可类似处理：在 (128a) 中引入 (fm+1, φ)hm 的适当对应
形式。

对 U ∈ C(Ω) 和 X⃗ ∈ V (Γm) 定义

Em(U, X⃗) =
ϑ

2
|U − uD|2Ω,m +

αλ

a
|X⃗(Γm)|γ

，有如下结论。

定理 113 设 Γm 和 T m 满足假设 64(ii)及假设 108，并设 Um ∈ C(Ω)。设 γ 具有 (106)
的形式，其中 r = 1。则（128）存在唯一解 (Um+1, X⃗m+1, κm+1

γ ) ∈ Sm
D ×V (Γm)×V (Γm)。

此外，若 d = 2 或 d = 3，且 γ 具有 (106) 的形式，其中 r ∈ [1,∞)，则 (128) 的解满足

Em(Um+1, X⃗m+1) + λuD

〈
X⃗m+1 − i⃗d, ν⃗m

〉
Γm

+
ϑ

2

∣∣Um+1 − Um
∣∣2
Ω,m
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+∆tm
(
K∇Um+1,∇Um+1

)
+∆tm

λ ρ

a

∣∣∣∣∣[β(ν⃗m)]−
1
2
X⃗m+1 − i⃗d

∆tm
. ω⃗m

∣∣∣∣∣
h

Γm

2

≤ Em(Um, i⃗d) + ∆tm
(
fm+1, Um+1 − uD

)h
m
. (129)

证明 对于 r = 1，存在唯一性的证明与定理 109 的证明类似。具体而言，若
(U, X⃗, κγ) ∈ Sm

0 × V (Γm) × V (Γm) 是 (128) 的齐次对应方程组（类似于 (120)）的一
个解，则取 φ = U、χ = λ

a πΓm [X⃗ . ω⃗m] 及 η⃗ = αλ
a X⃗，得到

ϑ |U |2Ω,m +∆tm (K∇U,∇U) +
λ ρ

∆tm a

(∣∣∣[β(ν⃗m)]−
1
2 X⃗ . ω⃗m

∣∣∣h
Γm

)2

+
αλ

a

〈
∇G̃
s X⃗,∇G̃

s X⃗
〉
Γm,γ

= 0 ,

由于所有相关物理参数均非负，且 K、α、a及 λ为正，故 U 在 Ω中为常数；若 ϑ > 0或
Sm
0 6= Sm，则 U = 0；此外，X⃗ 在 Γm 上为常数。与定理 109 的证明相同，由假设 108
可推出 X⃗ = 0⃗。这意味着 κγ = a

α U 在 Γm 上为常数，从而可按定理 109 的证明得到
κγ = U = 0。综上，(128) 存在唯一解 (Um+1, X⃗m+1, κm+1

γ ) ∈ Sm
D × V (Γm)× V (Γm)。

余下只须建立（129）。在（128a）中取 φ = Um+1 − uD，在（128b）中取 χ =
λ
a πΓm [(X⃗m+1 − i⃗d|Γm ) . ω⃗m]，在（128c）中取 η⃗ = αλ

a (X⃗m+1 − i⃗d|Γm )，得到

ϑ
(
Um+1 − Um, Um+1 − uD

)h
m
+∆tm

(
K∇Um+1,∇Um+1

)
+

αλ

a

〈
∇G̃
s X⃗m+1,∇G̃

s (X⃗m+1 − i⃗d)
〉
Γm,γ

+∆tm
λ ρ

a

∣∣∣∣∣[β(ν⃗m)]−
1
2
X⃗m+1 − i⃗d

∆tm
. ω⃗m

∣∣∣∣∣
h

Γm

2

= −λuD

〈
X⃗m+1 − i⃗d, ω⃗m

〉h
Γm

+∆tm
(
fm+1, Um+1 − uD

)h
m

由引理 102 及 (20) 立即得到（129）。

注记 114 (半离散格式) (129) 很好地再现了相应的连续能量律 (126)。至于它为何并
非 (126) 的精确离散对应形式，已在注记 110 中说明。不过，回顾注记 89(ii)，对于
格式 (128) 的半离散版本，可以证明（126）的精确离散对应结论；另见Barrett et al.
(2010c, 注 3.5)。此外，该半离散格式还具有注记 104 中所述的切向运动。

注记 115 (离散方程组) 结合注记 111 及 §6.4 中的方法，即可导出 (128) 在每个时间
层所须求解的离散方程组。若 γ 具有 (106) 的形式，其中 r = 1，则这些方程组是线性
的，可按注记 111 中的方法求解，即采用稀疏直接求解器，或结合 Schur 补与预条件
共轭梯度法。若 r > 1，则这些方程组是非线性的，可用滞后型不动点迭代求解。更多
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细节参阅Barrett et al. (2010c, §4)。

7.3 单侧自由边界问题
本节考虑扩散仅发生在一相中的情形，即研究 Mullins–Sekerka 问题或 Stefan 问

题的单侧版本。例如，在雪晶生长中，扩散可以限制在气相中，这类问题因而具有实
际意义。在此情形，只在一个相中求未知量 u；该相在时刻 t 占据区域 Ω+(t)。仍为叙
述简便起见，始终假设区域 Ω−(t) = Ω \ Ω+(t) 紧含于 Ω。问题表述如下。给定 Γ(0)，
并在 ϑ > 0 时给定 u0 : Ω+(0) → R，求演化界面 (Γ(t))t∈[0,T ] 及 u(·, t) : Ω+(t) → R、
t ∈ [0, T ]，使得 ϑu(·, 0) = ϑu0(·)，并对所有 t ∈ (0, T ] 有

ϑ∂t u−K+ ∆u = f 于Ω+(t) , u = uD 在 ∂Ω , (130a)
ρV
β(ν⃗)

= ακγ − a u 和 K+ ∂ν⃗ u = −λV 在Γ(t), (130b)

给定数据所满足的条件与（123）相同。对于雪晶生长，−u 是适当标度后的浓度，−uD

是标度后的过饱和度；见 Libbrecht (2005); Barrett et al. (2012a, 2013a)。
为建立雪晶生长模型，现给出与之相关的六角对称表面能。设 d = 3，并对 ε > 0

置 lε(p⃗) =
[
ε2 |p⃗|2 + p21 (1− ε2)

] 1
2。引入旋转矩阵

R1(θ) =

(
cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 1

)
和 R2(θ) =

(
cos θ 0 sin θ

0 1 0

− sin θ 0 cos θ

)
.

再置

γ(p⃗) = lε
(
R2(

π
2 ) p⃗

)
+ 1√

3

3∑
ℓ=1

lε
(
R1(θ0 +

ℓ π
3 ) p⃗

)
,

其中 θ0 ∈ [0, π
3 ) 在 x1 − x2 平面内旋转各向异性。由此定义了具有 (106) 形式的密度，

其中 r = 1 及 L = 4。该密度逼近一个晶体表面能密度，其 Wulff 形状是正六棱柱，且
Wulff 形状的每个面到原点的距离相同。

回顾 Barrett et al. (2013a) 中对上述单侧问题的非拟合有限元逼近，它沿用了
Barrett and Elliott (1982) 的思想。给定界面的一个逼近 Γm，以 Ωm

+ 表示 Γm 的外部，
以 Ωm

− 表示 Γm 的内部，使得 Γm = ∂Ωm
− = Ωm

− ∩Ωm
+。现引入适当的离散试探函数空

间及检验函数空间。为此，设 Ωm,h
+ 是 Ωm

+ 的逼近，并置 Ωm,h
− = Ω \ Ωm,h

+ 。须强调，
Ωm,h

+ 不必是 T m 中若干单元的并。回顾（118）及 (127)，定义有限元空间

Sm
+ =

{
χ ∈ Sm : χ(p⃗mk ) = 0若 suppϕSm

k ⊂ Ωm,h
− , k = 1, . . . ,KSm

}
,

Sm
0,+ = Sm

0 ∩ Sm
+ , Sm

D,+ = Sm
D ∩ Sm

+ . (131)
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（130）的有限元逼近如下。设闭多面体超曲面 Γ0 是 Γ(0) 的逼近；若 ϑ > 0，则设
U0 ∈ S0

D 是 u0 的逼近，例如当 u0 ∈ C(Ω) 是给定的 u0 ∈ C(Ω+(0)) 的一个延拓时，取
U0 = I0 u0。对 m = 0, . . . ,M − 1，求 (Um+1, X⃗m+1, κm+1

γ ) ∈ Sm
D,+ × V (Γm)× V (Γm)

使得

ϑ

(
Um+1 − Um

∆tm
, φ

)h

m,+

+K+

(
∇Um+1,∇φ

)
m,+

− λ

〈
πΓm

[
X⃗m+1 − i⃗d

∆tm
. ω⃗m

]
, φ

〉
Γm

=
(
fm+1, φ

)h
m,+

∀ φ ∈ Sm
0,+ , (132a)

ρ

〈
[β(ν⃗m)]−1 X⃗m+1 − i⃗d

∆tm
, χ ω⃗m

〉h

Γm

− α
〈
κm+1
γ , χ

〉h
Γm + a

〈
Um+1, χ

〉
Γm = 0

∀ χ ∈ V (Γm) , (132b)〈
κm+1
γ ν⃗m, η⃗

〉h
Γm +

〈
∇G̃
s X⃗m+1,∇G̃

s η⃗
〉
Γm,γ

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) (132c)

并置 Γm+1 = X⃗m+1(Γm)。这里对所有 χ, φ ∈ Sm 定义

(∇χ,∇φ)m,+ =

∫
Ωm,h

+

∇χ .∇φ dLd

=
∑

o∈T m

Ld(o ∩ Ωm,h
+ )

Ld(o)

∫
o

∇χ .∇φ dLd (133)

并类似地定义

(χ, φ)
h
m,+ =

∑
o∈T m

Ld(o ∩ Ωm,h
+ )

Ld(o)

∫
o

Im[χφ] dLd .

由（131）及（133）立即得到

(∇φ,∇φ)m,+ > 0 ∀ φ ∈ Sm
0,+ \ {0} .

注记 116

(i) 当 ϑ > 0 时，逼近（132）只有在离散固体区域不收缩时才有意义，见Barrett
et al. (2013a, 注 3.1)。在实际计算中，这一技术性约束并不十分苛刻，因为在多
数具有物理意义的应用中，固体区域都在增长。

(ii) 在适当假设下，可以证明 (132) 在 r = 1 时的存在唯一性，以及在 r ∈ [1,∞) 时
的稳定性；r = 1 情形的证明见Barrett et al. (2013a, 定理 3.1、3.2)。注意，由引
理 102，Barrett et al. (2013a, 定理 3.2) 中对 d = 2 及 d = 3 的稳定性证明，立
即可推广到 r > 1 情形。
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图 5: 数值实验的可视化结果：上方为 Barrett et al. (2013a, 图 12)，中间为 Barrett
et al. (2013a, 图 22)，下方为 Barrett et al. (2013a, 图 27（左）)。二维解显示在时
刻 t = 0, 0.5, . . . , 5（左）及 t = 0, 5, . . . , 40（右）。三维模拟的快照分别取自时刻
t = 0, 5, 50, 100, 150, 200（中间）及 t = 0, 10, . . . , 50（下方）。

(iii) 与 K+ = K− 时的 (128) 相比，实现格式 (132) 所新增的主要计算困难，是在每
一时间步确定 Sm

0,+，并计算涉及 (·, ·)m,+ 及 (·, ·)hm,+ 的各项。显然，困难的程度
关键取决于如何选取 Ωm,h

+ 来逼近 Ωm
+。各种可选方案的详细讨论见Barrett et al.

(2013a, §4.1)。

图 5 展示了两次数值雪晶生长模拟，采用格式 (132)，其中 γ 为六角对称表面能
密度，β 为随时间变化的迁移率。

7.4 其他数值方法
采用前沿追踪型方法数值研究晶体生长的其他作者，见 Roosen and Taylor (1991);

Yokoyama (1993); Almgren (1993); Schmidt (1993, 1996, 1998); Juric and Tryggvason
(1996); Bänsch and Schmidt (2000)。Sethian and Strain (1992) 研究了晶体生长的水
平集方法。关于相场逼近，参阅 Kobayashi (1993); Wheeler et al. (1993); Karma and
Rappel (1998); Debierre et al. (2003); Nestler (2005)，以及作者的工作 Barrett et al.
(2013b, 2014b,a)。凝固现象也可借助元胞自动机描述，详见 Reiter (2005); Libbrecht
(2008); Gravner and Griffeath (2009)。





第八章 两相流

现在讨论流体运动中的自由边界问题。设两种互不相溶的流体由一个界面分隔，
界面随时间运动，其速度由流体速度决定。首先考察最简单的情形，即两相中的运动
均由 Stokes 流描述。对于演化超曲面的离散，采用前文引入的参数有限元逼近。在两
相流中，网格随流体速度移动，形状可能发生剧烈变化，因而良好的网格性质尤为重
要。许多采用曲面网格的方法在此情形下会因网格质量恶化而遇到困难；下述方法在
大多数情况下没有这一问题。此外，只须用一个简单的 XFEM 方法扩充压力空间，便
可得到两个相区域的精确体积守恒。我们还将证明，全离散有限元逼近是无条件稳定
的。两相流的数值逼近中常会出现非物理速度。考虑表面张力后，压力会产生跳跃间
断，给数值方法带来很大困难，并可能导致非物理速度。本节讨论的 XFEM 方法通常
能够避免这种所谓的伪速度。

8.1 两相 Stokes流
本节考察由两种黏性、不可压缩且互不相溶的流体组成的系统，假定 Reynolds 数

很小，从而可忽略惯性项。速度 u⃗ 和压力 p 的控制方程分别为动量方程和质量守恒方
程，即

−µ± ∆ u⃗+∇ p = f⃗ , ∇ . u⃗ = 0 于Ω±(t) , (134)

其中 f⃗ 为可能存在的外力；Ω+(t) 和 Ω−(t) 是两相流体在各时刻占据的区域，如 §2.4
的图 1所示；Ω ⊂ Rd 仍为固定区域，且 d ≥ 2。照例，以 ν⃗ 表示 Ω−(t)在 Γ(t) = ∂Ω−(t)

上的单位外法向量。允许两种流体具有不同的黏度，置 µ(·, t) = µ+ XΩ+(t)+µ− XΩ−(t)，
其中 µ± ∈ R>0 表示两种流体的黏度，参看 (11)。下面给出界面上应满足的条件。为
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此，引入应力张量

σ = µ (∇ u⃗+ (∇ u⃗)
⊺
)− p Id = 2µD(u⃗)− p Id , (135)

其中 D(u⃗) = 1
2 (∇u⃗+(∇u⃗)

⊺
) 是形变率张量。利用速度的散度为零，可将 (134) 改写为

−∇ . σ = f⃗ , ∇ . u⃗ = 0 于Ω±(t) .

在移动界面上，要求

[u⃗]
+
− = 0⃗ ,

[
σ ν⃗
]+
− = −γ0 κ ν⃗ , V = u⃗ . ν⃗ 在Γ(t) ,

其中 γ0 ∈ R>0表示表面张力。再给定初始数据 Γ(0)，以及 ∂Ω上的边界条件 u⃗ = 0⃗，便得
到封闭的方程组。整个系统可写为：给定 Γ(0)，求 u⃗ : Ω×[0, T ] → Rd、p : Ω×[0, T ] → R
以及演化界面 (Γ(t))t∈[0,T ]，使得对所有 t ∈ (0, T ] 均有

− 2µ∇ . D(u⃗) +∇ p = f⃗ , ∇ . u⃗ = 0 于Ω±(t) , u⃗ = 0⃗ 在 ∂Ω , (136a)

[u⃗]
+
− = 0⃗ , [(2µD(u⃗)− p Id) ν⃗]+− = −γ0 κ ν⃗ , V = u⃗ . ν⃗ 在Γ(t) . (136b)

为构造 (136) 的有限元逼近，需要选取适当的弱形式。此时必须就切向速度 V⃗T 作出选
择，参看定义 25(iii)；这一选择会对离散问题产生重要影响。根据第 4 章和第 5 章的
结果，自然的做法是不显式指定 V⃗T，而采用

V⃗ . ν⃗ = u⃗ . ν⃗ 和 κ ν⃗ = ∆s i⃗d 在Γ(t) , (137)

可与 (38) 比较。另一种做法是令 V⃗T 由流体运动给定，从而采用

V⃗ = u⃗ 和 κ⃗ = ∆s i⃗d 在Γ(t) ,

可与 (67) 比较。§8.1.4 将讨论后一种做法。不过，本文主要着眼于形式 (137)，它能使
离散格式具有良好的网格性质。

首先，将注记 36 作如下简单推广：

−
∫

Ω−(t)∪Ω+(t)

(∇ . σ) . ξ⃗ dLd

= 2
(
µD(u⃗), D(ξ⃗)

)
−
(
p,∇ . ξ⃗

)
+
〈
[σ ν⃗]

+
− , ξ⃗

〉
Γ(t)

∀ ξ⃗ ∈ [H1
0 (Ω)]

d , (138)

这里用到了如下事实：对于对称矩阵 A ∈ Rd×d，对所有 B ∈ Rd×d 均有 A : B =

A : 1
2 (B + B

⊺
)。由 (138)，并采用 (137)，便得到 (136) 的如下弱形式。给定闭



§8.1 两相 Stokes 流 95

超曲面 Γ(0) ⊂ Ω，求将 Ω 分为 Ω−(t) 和 Ω+(t) 的演化超曲面 (Γ(t))t∈[0,T ]，以及
它的整体参数化、诱导速度场 V⃗ 和 κ ∈ L2(GT )，并求 u⃗ : Ω × [0, T ] → Rd 与
p : Ω× [0, T ] → R，使得对几乎处处的 t ∈ (0, T )，所求的 (u⃗(·, t), p(·, t), V⃗(·, t),κ(·, t)) ∈
[H1

0 (Ω)]
d × L2(Ω)× [L2(Γ(t))]d × L2(Γ(t)) 满足

2
(
µD(u⃗), D(ξ⃗)

)
−
(
p,∇ . ξ⃗

)
=
(
f⃗ , ξ⃗
)
+ γ0

〈
κ ν⃗, ξ⃗

〉
Γ(t)

∀ ξ⃗ ∈ [H1
0 (Ω)]

d , (139a)

(∇ . u⃗, φ) = 0 ∀ φ ∈ L2(Ω) , (139b)〈
V⃗ . ν⃗, χ

〉
Γ(t)

= 〈u⃗ . ν⃗, χ〉Γ(t) ∀ χ ∈ L2(Γ(t)) , (139c)

〈κ ν⃗, η⃗〉Γ(t) +
〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γ(t)

= 0 ∀ η⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d . (139d)

注记 117 对于 (139) 的充分光滑弱解，可以形式地证明以下结论。

(i) 没有外力时，两相 Stokes 流使界面的曲面面积减小。事实上，由输运定理，即定
理 32，在 (139c) 中取 χ = κ，在 (139a) 中取 ξ = u⃗，并在 (139b) 中取 φ = p，
便得到能量恒等式

γ0
d
dt |Γ(t)| = −γ0

〈
κ ν⃗, V⃗

〉
Γ(t)

= −γ0 〈κ ν⃗, u⃗〉Γ(t)

= −2 (µD(u⃗), D(u⃗)) +
(
f⃗ , u⃗

)
. (140)

(ii) 两相 Stokes流保持 Ld(Ω±(t))不变。事实上，由输运定理，即定理 33，在 (139c)
中取 χ = 1，再利用散度定理以及取 φ = XΩ−(t) 时的 (139b)，便有

d
dt L

d(Ω−(t)) =
〈
V⃗, ν⃗

〉
Γ(t)

= 〈u⃗, ν⃗〉Γ(t) =
(
∇ . u⃗,XΩ−(t)

)
= 0 . (141)

注记 118 当 f⃗ = 0⃗ 时，演化方程 (139) 使界面 Γ(t) 的曲面面积减小，参看 (140)；它
也可写为满足 (82) 的一般形式 (81)。说明如下。对于给定的界面 Γ(t)、法向量 ν⃗(t) 和
曲率 κ(t)，求解 (139a)、(139b) 得到 (u⃗(·, t), p(·, t)) ∈ [H1

0 (Ω)]
d × L2(Ω)，并置

F(κ) = u⃗ . ν⃗ .

仿照 (140) 计算，得到

〈F(κ),κ〉Γ(t) = 〈u⃗ . ν⃗,κ〉Γ(t) =
2

γ 0

(µD(u⃗), D(u⃗)) ≥ 0 . (142)
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8.1.1 有限元逼近 为在 T m 上逼近速度和压力，沿用 (118) 之前的假设和记号，
引入有限元空间 Um ⊂ [H1

0 (Ω)]
d 和 Pm ⊂ L2(Ω)。还需要空间 P̂m = Pm ∩ P̂，其中

P̂ = {φ ∈ L2(Ω) : (φ, 1) = 0}。若存在与 hm = maxo∈T m{diam(o)} 无关的 C ∈ R>0，
使得

inf
φ∈P̂m

sup
ξ⃗∈Um

(
φ,∇ . ξ⃗

)
|φ|Ω ‖ξ⃗‖1,Ω

≥ C > 0 , (143)

则称速度与压力有限元空间对 (Um,Pm) 满足 LBB 下确界—上确界条件。这里，
‖ · ‖21,Ω = | · |2Ω + |∇ · |2Ω 定义了 Ω 上的 H1 范数，参看例如 Girault and Raviart (1986,
p. 114)。

下面将 (118) 推广为

Sm
k =

{
χ ∈ C(Ω) : χ|o ∈ Pk(o) ∀ o ∈ T m

}
⊂ H1(Ω) , (144)

其中，对于 k ∈ N，以 Pk(o) 表示 o 上次数不超过 k 的多项式空间。此外，以 Sm
0 表示

T m 上的分片常数函数空间。例如，可以选用最低阶的 Taylor–Hood 元 P2-P1、P2-P0
元或 P2-(P1+P0) 元：置 Um = [Sm

2 ]d ∩U，并分别取 Pm = Sm
1 ,Sm

0 或 Sm
1 + Sm

0 。众
所周知，当 d = 2 或 d = 3 时，P2-P1 元满足 LBB 条件 (143)；后一种情形还须满足
一个较弱的限制，即所有单形都至少有一个顶点位于 Ω，参看 Boffi (1997)。其余两种
选择 P2-P0 和 P2-(P1+P0) 在 d = 2 时满足该条件。

同前文一样，以多面体曲面 Γm 逼近时刻 tm 的界面，并沿用相同的记号。仿照
§7.3，以 Ωm

+ 表示 Γm 的外部，以 Ωm
− 表示 Γm 的内部，从而 Γm = ∂Ωm

− = Ωm
− ∩Ωm

+。
为简便起见，假定 Γm 上的单位法向量 ν⃗m 指向 Ωm

+。由于黏度 µ± 随相而异，现将体
区域网格 T m 的单元分为外部单元、内部单元和界面单元。置

T m
± =

{
o ∈ T m : o ⊂ Ωm

±
}
, T m

Γm = {o ∈ T m : o ∩ Γm 6= ∅} . (145)

互不相交的分划 T m = T m
− ∪ T m

+ ∪ T m
Γm 容易求得，例如可采用 Barrett et al. (2013a)

中的算法 4.1。
仿照 §7.3，采用 (139)的非拟合有限元逼近。对于 m ≥ 0，定义离散黏度 µm ∈ Sm

0

为

µm
|o =


µ− o ∈ T m

− ,

µ+ o ∈ T m
+ ,

1
2 (µ− + µ+) o ∈ T m

Γm .

(146)

Barrett et al. (2013c)给出的 (139)的非拟合有限元逼近如下。设闭多面体超曲面 Γ0 逼
近 Γ(0)，并沿用时间区间分划 (40)。对于 m = 0, . . . ,M − 1，求 (U⃗m+1, Pm+1, X⃗m+1,
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κm+1) ∈ Um × P̂m × V (Γm)× V (Γm)，使得

2
(
µm D(U⃗m+1), D(ξ⃗)

)
−
(
Pm+1,∇ . ξ⃗

)
=
(
f⃗m+1, ξ⃗

)
+ γ0

〈
κm+1 ν⃗m, ξ⃗

〉
Γm

∀ ξ⃗ ∈ Um , (147a)(
∇ . U⃗m+1, φ

)
= 0 ∀ φ ∈ P̂m , (147b)〈

X⃗m+1 − i⃗d
∆tm

. ν⃗m, χ

〉h

Γm

=
〈
U⃗m+1 . ν⃗m, χ

〉
Γm

∀ χ ∈ V (Γm) , (147c)

〈
κm+1 ν⃗m, η⃗

〉h
Γm +

〈
∇s X⃗

m+1,∇s η⃗
〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) (147d)

并置 Γm+1 = X⃗m+1(Γm)。这里借助插值算子 I⃗m2 : [C(Ω)]d → [Sm
2 ]d 定义 f⃗m+1 =

I⃗m2 f⃗(·, tm+1)；该算子是 Im : C(Ω) → Sm 的自然推广。

注意，格式 (147) 关于未知量 (U⃗m+1, Pm+1, X⃗m+1, κm+1) 是线性的。为分析
(147)，引入约化形式会更方便。给定 Um 和 Pm，定义

Um
0 = {U⃗ ∈ Um : (∇ . U⃗ , φ) = 0 ∀ φ ∈ P̂m} . (148)

从 (147)中消去离散压力，得到如下约化形式：对于m = 0, . . . ,M−1，求 (U⃗m+1, X⃗m+1,

κm+1) ∈ Um
0 × V (Γm)× V (Γm)，使得

2
(
µm D(U⃗m+1), D(ξ⃗)

)
=
(
f⃗m+1, ξ⃗

)
+ γ0

〈
κm+1 ν⃗m, ξ⃗

〉
Γm

∀ ξ⃗ ∈ Um
0 , (149a)〈

X⃗m+1 − i⃗d
∆tm

. ν⃗m, χ

〉h

Γm

=
〈
U⃗m+1 . ν⃗m, χ

〉
Γm

∀ χ ∈ V (Γm) , (149b)

〈
κm+1 ν⃗m, η⃗

〉h
Γm +

〈
∇s X⃗

m+1,∇s η⃗
〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) (149c)

并置 Γm+1 = X⃗m+1(Γm)。

下面证明格式 (149) 和 (147) 的解的存在性、唯一性以及稳定性。

定理 119

(i) 设 Γm 满足假设 64。则 (149) 有唯一解 (U⃗m+1, X⃗m+1, κm+1) ∈ Um
0 × V (Γm)×

V (Γm)。
(ii) 若 (U⃗m+1, Pm+1, X⃗m+1, κm+1) ∈ Um × P̂m × V (Γm)× V (Γm) 是 (147) 的解，则

(U⃗m+1, X⃗m+1, κm+1) 是 (149) 的解。
(iii) 设 (Um, P̂m) 满足 LBB 条件 (143)，并设 Γm 满足假设 64。则 (147) 有唯一解

(U⃗m+1, Pm+1, X⃗m+1, κm+1) ∈ Um × P̂m × V (Γm)× V (Γm)。

证明 (i) 由唯一性即可推出存在性，故考察齐次线性方程组：求 (U⃗ , X⃗, κ) ∈ Um
0 ×
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V (Γm)× V (Γm)，使得

2
(
µm D(U⃗), D(ξ⃗)

)
= γ0

〈
κ ν⃗m, ξ⃗

〉
Γm

∀ ξ⃗ ∈ Um
0 , (150a)〈

X⃗ . ν⃗m, χ
〉h
Γm

= ∆tm

〈
U⃗ . ν⃗m, χ

〉
Γm

∀ χ ∈ V (Γm) , (150b)

〈κ ν⃗m, η⃗〉hΓm +
〈
∇s X⃗,∇s η⃗

〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) . (150c)

只须证明零解是唯一可能的解。在 (150a) 中取 ξ⃗ = ∆tm U⃗，在 (150b) 中取 χ = γ0 κ，
并在 (150c) 中取 η⃗ = γ0 X⃗，得到

2∆tm

(
µm D(U⃗), D(U⃗)

)
+ γ0

∣∣∣∇s X⃗
∣∣∣2
Γm

= 0 .

由 Korn 不等式，参看例如 Zeidler (1988, §62.15)，便有 U⃗ = 0⃗。再由 (150b)、(150c)
以及引理 66 的证明可知，X⃗ = 0⃗ 且 κ = 0。
(ii) 由 (147b) 和 Um

0 的定义，结论立即成立。
(iii)考察齐次方程组。对于 (U⃗ , P, X⃗, κ) ∈ Um× P̂m×V (Γm)×V (Γm)，由 (ii)和 (i)立
即得到 U⃗ = 0⃗、X⃗ = 0⃗和 κ = 0。再由 LBB下确界—上确界条件 (143)可知 P = 0。

定理 120 设 d = 2 或 d = 3。设 (U⃗m+1, X⃗m+1, κm+1) ∈ Um
0 × V (Γm) × V (Γm) 是

(149) 的解，或 (U⃗m+1, Pm+1, X⃗m+1, κm+1) ∈ Um × P̂m ×V (Γm)×V (Γm) 是 (147) 的
解。则

γ0
∣∣Γm+1

∣∣+2∆tm

(
µm D(U⃗m+1), D(U⃗m+1)

)
≤ γ0 |Γm|+∆tm

(
f⃗m+1, U⃗m+1

)
. (151)

证明 由定理 119(ii) 可知，只须考察 (149)。在 (149a) 中取 ξ⃗ = U⃗m+1 ∈ Um
0 ，在

(149b) 中取 χ = γ0 κ
m+1，并在 (149c) 中取 η⃗ = γ0 (X⃗

m+1 − i⃗d|Γm )，得到

2∆tm

(
µm D(U⃗m+1), D(U⃗m+1)

)
+ γ0

〈
∇s X⃗

m+1,∇s (X⃗
m+1 − i⃗d)

〉
Γm

= ∆tm

(
f⃗m+1, U⃗m+1

)
.

由引理 57 立即得到 (151)。

注记 121

(i) 稳定性估计 (151) 是 (140) 的自然全离散对应。
(ii) 当 f⃗ = 0⃗ 时，利用 §5.4 的一般方法，并由 (142)，也可导出稳定性估计 (151)。为

此，给定 Γm 和 κ ∈ V (Γm)，令 U⃗ ∈ Um
0 为下式的唯一解：

2
(
µm D(U⃗), D(ξ⃗)

)
= γ0

〈
κ ν⃗m, ξ⃗

〉
Γm

∀ ξ⃗ ∈ Um
0 . (152)
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再定义 Fm(κ) ∈ V (Γm)，使得对所有 χ ∈ V (Γm) 均有 〈Fm(κ), χ〉hΓm =〈
U⃗ , χ ν⃗m

〉h
Γm
在 (152) 中取 ξ⃗ = U⃗，得到

〈Fm(κ), κ〉hΓm =
2

γ 0

(
µm D(U⃗), D(U⃗)

)
≥ 0 ∀ κ ∈ V (Γm) .

于是由定理 90(ii) 得到所需的稳定性结论。
(iii) 当 Γm、m = 1, . . . ,M 时，格式 (147) 能得到性质良好的网格。仿照 §4.6，考察

其半离散形式即可说明这一点，参看Barrett et al. (2013c, 注记 3)。具体而言，
在二维空间中得到等分布，在三维空间中得到共形多面体超曲面。

注记 122 (离散线性方程组) 沿用注记 111 中的记号与定义。此外，按照求解由
(Navier–)Stokes 方程离散所得线性方程组的通常做法，以 Pm 代替受约束的压
力空间 P̂m，转而考察超定线性方程组，以免处理该约束所带来的困难。容许在
记号上作显然的混用，将 (147) 中的 P̂m 换为 Pm 后，其线性方程组可写为：求
(U⃗m+1, Pm+1, κm+1, δX⃗m+1) ∈ (Rd)KUm × RKPm × RK × (Rd)K，使得

BΩ C⃗Ω −γ0 N⃗Γm,Ω 0

C⃗
⊺
Ω 0 0 0

N⃗
⊺
Γm,Ω 0 0 − 1

∆tm
N⃗

⊺
Γm

0 0 N⃗Γm AΓm




U⃗m+1

Pm+1

κm+1

δX⃗m+1

 =


MΩ f⃗m+1

0

0

−AΓm X⃗m

 , (153)

其中 KUm 和 KPm 分别表示有限元空间 Um 和 Pm 的自由度数。(153) 中各矩阵的定
义或由 (45) 给出，或直接由 (147) 得到；细节亦可参看Barrett et al. (2015b, §5)。

超定线性方程组 (153) 可以直接用稀疏 QR 分解法求解，例如 SPQR，参看Davis
(2011)。也可以采用 Schur 补方法，先从 (153) 中消去 (κm+1, δX⃗m+1)，再用迭代法求
解关于 (U⃗m+1, Pm+1) 的剩余方程组。这一方法的好处在于，对约化方程组可以采用
标准 (Navier–)Stokes 方程有限元离散中已有的求解方法。具体而言，置

ΞΓm =

(
0 − 1

∆tm
N⃗

⊺
Γm

N⃗Γm AΓm

)

由引理 66 可知，若假设 64 成立，则矩阵 ΞΓm 非奇异。定义

TΩ = (N⃗Γm,Ω 0)Ξ−1
Γm

(
N⃗

⊺
Γm,Ω

0

)
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则 (153) 可约化为

(
B⃗Ω + γ0 TΩ C⃗Ω

C⃗
⊺
Ω 0

)(
U⃗m+1

Pm+1

)
=

MΩ f⃗m+1 − γ0 (N⃗Γm,Ω 0)Ξ−1
Γm

(
0

AΓm X⃗m

)
0


(154)

以及

(
κm+1

δX⃗m+1

)
= Ξ−1

Γm

(
−N⃗

⊺
Γm,Ω U⃗m+1

−AΓm X⃗m

)
. 例如，线性方程组 (154) 可用标准

(Navier–)Stokes 离散中的预条件 GMRES 迭代法求解，一些例子见Elman et al.
(2005)。关于 (154) 的具体预条件子以及可用求解方法的进一步细节，参看Barrett
et al. (2015b, §5)。

8.1.2 半离散有限元逼近 本节引入 (147) 的时间连续半离散形式。仿照 (118) 和
(144)，对于 Ω 的固定规则剖分 T h，其中 Ω = ∪o∈T ho，引入有限元空间

Sh
k =

{
χ ∈ C(Ω) : χ|o ∈ Pk(o) ∀ o ∈ T h

}
⊂ H1(Ω) , k ∈ N .

同前，以 Sh
0 表示 T h 上的分片常数函数空间。设 Uh ⊂ [H1

0 (Ω)]
d 和 Ph(t) ⊂ L2(Ω)

分别为半离散速度与压力逼近的有限元空间，并置 P̂h(t) = Ph(t) ∩ P̂。注意，Uh 是
固定的；不过，为便于后文的讨论，允许离散压力空间 Ph(t) 随时间变化，参看下文
§8.1.3。此外，沿用 §3.4 中关于演化多面体曲面、相应有限元空间和离散时间导数的
记号，并定义

P̂h
T =

{
φ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) : φ(t) ∈ P̂h(t) ∀ t ∈ (0, T ]

}
. (155)

给定 Γh(t)，以 Ωh
+(t) 表示 Γh(t) 的外部，以 Ωh

−(t) 表示 Γh(t) 的内部，从而 Γh(t) =

∂Ωh
−(t) = Ωh

−(t) ∩ Ωh
+(t)。与 (145) 完全一样，将体区域网格 T h 的单元分为内部、外

部和界面单元；离散黏度 µh(t) ∈ Sh
0 则定义为 (146) 的自然半离散对应。

由此，(147) 的半离散形式可表述如下。给定闭多面体超曲面 Γh(0)，求演化多
面体超曲面 Gh

T 及其诱导速度 V⃗h ∈ V (Gh
T )，并求 κh ∈ V (Gh

T )、U⃗h ∈ L2(0, T ;Uh)

和 Ph ∈ P̂h
T，使得对所有 t ∈ (0, T ]，所求的 (U⃗h(·, t), P h(·, t), V⃗h(·, t), κh(·, t)) ∈

Uh × P̂h(t)× V (Γh(t))× V (Γh(t)) 满足

2
(
µh D(U⃗h), D(ξ⃗)

)
−
(
Ph,∇ . ξ⃗

)
=
(
f⃗h, ξ⃗

)
+ γ0

〈
κh ν⃗h, ξ⃗

〉
Γh(t)

∀ ξ⃗ ∈ Uh , (156a)(
∇ . U⃗h, φ

)
= 0 ∀ φ ∈ P̂h(t) , (156b)〈

V⃗h . ν⃗h, χ
〉h
Γh(t)

=
〈
U⃗h . ν⃗h, χ

〉
Γh(t)

∀ χ ∈ V (Γh(t)) , (156c)〈
κh ν⃗h, η⃗

〉h
Γh(t)

+
〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γh(t)

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γh(t)) , (156d)
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其中 f⃗h 是全离散外力 f⃗m+1、m = 0, . . . ,M − 1 的自然半离散对应。

定理 123 设 (Gh
T , κ

h, U⃗h, P h) 是 (156) 的解。

(i) 有
γ0

d
dt
∣∣Γh(t)

∣∣+ 2
(
µh D(U⃗h), D(U⃗h)

)
=
(
f⃗h, U⃗h

)
.

(ii) 若 XΩh
−(t) ∈ Ph(t)，则

d
dt L

d(Ωh
−(t)) = 0 .

(iii) 对于任意 t ∈ (0, T ]，Γh(t) 是共形多面体曲面。特别地，当 d = 2 时，曲线 Γh(t)

的任意两个相邻单元或者等长，或者互相平行。

证明 (i) 仿照定理 79(i) 的证明，在 (156) 中取 ξ⃗ = U⃗h(·, t) ∈ Uh、φ = Ph(·, t) ∈
P̂h(t)、χ = κh(·, t) ∈ V (Γh(t)) η⃗ = V⃗h(·, t) ∈ V (Γh(t))，得到

γ0
d
dt
∣∣Γh(t)

∣∣ = γ0

〈
∇s i⃗d,∇s V⃗h

〉
Γh(t)

= −γ0

〈
V⃗h, κh ν⃗h

〉h
Γh(t)

= −γ0

〈
U⃗h, κh ν⃗h

〉
Γh(t)

=
(
f⃗h, U⃗h

)
− 2

(
µh D(U⃗h), D(U⃗h)

)
,

这正是所需结论。
(ii) 仿照定理 88(ii) 的证明，在 (156c) 中取 χ = 1，在 (156b) 中取 φ = XΩh

−(t) −
Ld(Ωh

−(t))

Ld(Ω)
∈ P̂h(t)，再用散度定理，得到

d
dt L

d(Ωh
−(t)) =

〈
V⃗h, ν⃗h

〉h
Γh(t)

=
〈
U⃗h, ν⃗h

〉
Γh(t)

=
(
∇ . U⃗h,XΩh

−(t)

)
=

(
∇ . U⃗h,XΩh

−(t) −
Ld(Ωh

−(t))

Ld(Ω)

)
= 0 ,

这就是 (141) 的离散对应。
(iii) 由定义 60 和定理 62 立即得到。

8.1.3 用于相体积守恒的 XFEMΓ 总质量守恒等价于 Ld(Ω−(t))守恒，参看 (141)；
显然，也希望离散问题具有这一性质。由定理 123(ii) 已知，半离散格式 (156) 只有在
时间相关的离散压力空间 Ph(t) 对所有 t ∈ [0, T ] 均包含离散内部相 XΩh

−(t) 的特征函
数时，才保证 Ld(Ωh

−(t)) 守恒。因此，Barrett et al. (2013c, §3.4) 对全离散逼近 (147)
建议：仅向压力空间 Pm 增添一个基函数，即 XΩm

−
。该文称此为 XFEMΓ 方法，因为

由 XΩm
−
− Ld(Ωm

− )

Ld(Ω)
∈ P̂m 在 (147a) 和 (147b) 中产生的附加项可以写成 Γm 上的积分。
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事实上，由散度定理有(
∇ . ξ⃗,XΩm

−
−

Ld(Ωm
− )

Ld(Ω)

)
=
(
∇ . ξ⃗,XΩm

−

)
=
〈
ν⃗m, ξ⃗

〉
Γm

∀ ξ⃗ ∈ Um . (157)

对于全离散逼近 (147)，即使采用 XFEMΓ 压力空间扩充，也无法证明总质量守恒。不
过，将取 ξ⃗ = U⃗m+1 时的 (157) 与 (147b)、(147c) 联立，便得到〈

X⃗m+1 − i⃗d, ν⃗m
〉
Γm

= 0 ,

这意味着，在实际计算中，该全离散逼近能很好地保持两相体积，亦参看注记 89(ii)。
此外，XFEMΓ 方法还能避免伪速度。以下定理给出准确的表述。

定理 124

(i) 设 d = 2 或 d = 3。设 (U⃗m+1, X⃗m+1, κm+1) ∈ Um × V (Γm) × V (Γm) 是取
f⃗m+1 = 0⃗ 时的 (149) 的解。若 X⃗m+1 = i⃗d|Γm，则 U⃗m+1 = 0⃗。

(ii) 设 XΩm
−

∈ Pm，并设 Γm 满足假设 64。设多面体曲面 Γm 的离散平均曲率为常
数，即存在常数 κ ∈ R，使得

κ 〈ν⃗m, η⃗〉Γm +
〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) .

则 Γm 是共形多面体曲面，参看定义 60，而且 (U⃗m+1, X⃗m+1, κm+1) =

(⃗0, X⃗m, κ) ∈ Um
0 × V (Γm)× V (Γm) 是取 f⃗m+1 = 0⃗ 时的 (149) 的唯一解。

(iii) 设 (ii)的假设成立，并设 (Um, P̂m)满足 LBB条件 (143)。则 Γm 是共形多面体曲
面， 而 且 (U⃗m+1, Pm+1, X⃗m+1, κm+1) =

(⃗0,−γ0 κ
[
XΩm

−
− Ld(Ωm

− )

Ld(Ω)

]
, i⃗d|Γm , κ) ∈ Um× P̂m×V (Γm)×V (Γm)是取 f⃗m+1 = 0⃗

时的 (147) 的唯一解。

证明 (i) 由定理 120，该解满足 (151)，其中 Γm+1 换为 Γm，且 f⃗m+1 = 0⃗。于是得
到 (µm D(U⃗m+1), D(U⃗m+1)) = 0，再由 Korn 不等式可知 U⃗m+1 = 0⃗。
(ii) 由 (20) 立即可知 Γm 是共形多面体曲面。根据定理 119(i)，要证明其余结论，只
须证明 (U⃗m+1, X⃗m+1, κm+1) = (⃗0, i⃗d|Γm , κ) 是取 f⃗m+1 = 0⃗ 时的 (149) 的解。这立即
由下列两式得出：对所有 η⃗ ∈ V (Γm)，κ 〈ν⃗m, η⃗〉Γm = 〈κ ν⃗m, η⃗〉hΓm 以及

〈
ν⃗m, ξ⃗

〉
Γm

=

(
∇ . ξ⃗,XΩm

−
−

Ld(Ωm
− )

Ld(Ω)

)
= 0 ∀ ξ⃗ ∈ Um

0 ,

这里用到了 (157) 和 (148)。
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(iii) 结合定理 119(iii)，证明与 (ii) 相仿。事实上，

γ0

〈
κm+1 ν⃗m, ξ⃗

〉
Γm

+
(
Pm+1,∇ . ξ⃗

)
= γ0 κ

〈
ν⃗m, ξ⃗

〉
Γm

− γ0 κ

(
XΩm

−
−

Ld(Ωm
− )

Ld(Ω)
,∇ . ξ⃗

)
= 0 ∀ ξ⃗ ∈ Um ,

由此即得结论。

注记 125 由定理 124 可知，不论如何选取 µ±，离散稳态解 Γm+1 = Γm 都不会产生
伪速度。此外，采用 XFEMΓ 方法时，离散平均曲率为常数的多面体曲面是离散稳态
解。特别地，球形气泡可以由这样的多面体曲面逼近，因此在这些情形下，本方法具
有速度为零的稳态解。许多其他离散方法没有这一性质，这也是它们在球形气泡这类
简单情形下产生伪速度的原因之一。

8.1.4 基于流体切向速度的逼近 下面简要讨论两相 Stokes 流的另一种逼近。它以
(136a) 和

[u⃗]
+
− = 0⃗ , [(2µD(u⃗)− p Id) ν⃗]+− = −γ0 κ⃗ , κ⃗ = ∆s i⃗d , V⃗ = u⃗ 在Γ(t)

的弱形式为基础，而不是采用 (136) 与 (137)。与 (156) 相应的半离散有限元逼近由下
列方程构成：

2
(
µh D(U⃗h), D(ξ⃗)

)
−
(
Ph,∇ . ξ⃗

)
=
(
f⃗h, ξ⃗

)
+ γ0

〈
κ⃗h, ξ⃗

〉h
Γh(t)

∀ ξ⃗ ∈ Uh , (158a)(
∇ . U⃗h, φ

)
= 0 ∀ φ ∈ P̂h(t) , (158b)〈

V⃗h, χ⃗
〉h
Γh(t)

=
〈
U⃗h, χ⃗

〉h
Γh(t)

∀ χ⃗ ∈ V (Γh(t)) , (158c)〈
κ⃗h, η⃗

〉h
Γh(t)

+
〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γh(t)

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γh(t)) , (158d)

其中 (U⃗h(·, t), P h(·, t), V⃗h(·, t), κ⃗h(·, t)) ∈ Uh × P̂h(t)× V (Γh(t))× V (Γh(t))。注意，也
可考察不采用数值积分的 (158) 的变体；全离散情形的细节见 Barrett et al. (2013c,
§3.6)。容易证明，(158) 的解满足定理 123(i) 的稳定性结论。不过，⃗νh(·, t) 不是 (158c)
中容许的检验函数，因此，即使 XΩh

−(t) ∈ Ph(t)，也无法对 (158) 的解证明定理 123(ii)
的体积守恒结论。另一方面，在 (158c) 中取 χ⃗ = ω⃗h(·, t) ∈ V (Γh(t))，由定理 71 和
(20) 得到

d
dt L

d(Ωh
−(t)) =

〈
V⃗h, ν⃗h

〉h
Γh(t)

=
〈
V⃗h, ω⃗h

〉h
Γh(t)

=
〈
U⃗h, ω⃗h

〉h
Γh(t)

. (159)
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因此，直接施加所需条件 〈
U⃗h, ω⃗h

〉h
Γh(t)

= 0

并引入适当的 Lagrange 乘子 Ph
sing(t) ∈ R，便可构造下述两相 Stokes 流的半离散逼近，

使其满足定理 123(i)、(ii)。注意，为使 (159) 成立，关键是在 Γh(t) 上始终采用数值
积分。

给定闭多面体超曲面 Γh(0)，求演化多面体超曲面 Gh
T 及其诱导速度 V⃗h ∈ V (Gh

T )，
并求 κ⃗h ∈ V (Gh

T )、U⃗h ∈ L2(0, T ;Uh)、Ph ∈ P̂h
T 和 Ph

sing ∈ L2(0, T ;R)，使得对所
有 t ∈ (0, T ]，所求的 (U⃗h(·, t), P h(·, t), P h

sing(t), V⃗h(·, t), κ⃗h(·, t)) ∈ Uh × P̂h(t) × R ×
V (Γh(t))× V (Γh(t)) 满足

2
(
µh D(U⃗h), D(ξ⃗)

)
−
(
Ph,∇ . ξ⃗

)
− Ph

sing

〈
ω⃗h, ξ⃗

〉h
Γh(t)

=
(
f⃗h, ξ⃗

)
+ γ0

〈
κ⃗h, ξ⃗

〉h
Γh(t)

∀ ξ⃗ ∈ Uh , (160a)(
∇ . U⃗h, φ

)
= 0 ∀ φ ∈ P̂h(t) 和

〈
U⃗h, ω⃗h

〉h
Γh(t)

= 0 , (160b)〈
V⃗h, χ⃗

〉h
Γh(t)

=
〈
U⃗h, χ⃗

〉h
Γh(t)

∀ χ⃗ ∈ V (Γh(t)) , (160c)〈
κ⃗h, η⃗

〉h
Γh(t)

+
〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γh(t)

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γh(t)) . (160d)

从压力空间扩充的角度看，上述过程可视为一种虚拟元方法，参看例如 Beirão da Veiga
et al. (2013)。

8.2 两相 Navier–Stokes流
作者在 Barrett et al. (2015b) 中将逼近 (147) 推广至两相 Navier–Stokes 流。其模

型仍为 (136)，但将 (136a) 中的第一个方程换为

ρ (∂t u⃗+ (u⃗ .∇) u⃗)− 2µ∇ . D(u⃗) +∇ p = f⃗ 于Ω±(t) ,

其中 ρ(·, t) = ρ+ XΩ+(t) + ρ− XΩ−(t)，ρ± ∈ R≥0 表示两种流体的密度，并增添初始条
件：在 Ω 中，ρ(·, 0) u⃗(·, 0) = ρ(·, 0) u⃗0。界面演化的处理方式以及它与体区域中各量的
耦合保持不变；体区域中流体运动的逼近则可采用单相 Navier–Stokes 流有限元逼近
的标准方法，参看例如 Temam (2001)。以下回顾 Barrett et al. (2015b) 的全离散逼
近。其所依据的两相 Navier–Stokes 流弱形式由 (139) 给出，只须在 (139a) 左端增加

1
2

d
dt

(
ρ u⃗, ξ⃗

)
+ 1

2

(
ρ ∂t u⃗, ξ⃗

)
+ 1

2

(
ρ, [(u⃗ .∇) u⃗] . ξ⃗ − [(u⃗ .∇) ξ⃗] . u⃗

)
(161)
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参看 Barrett et al. (2015b, (3.9))。
对于 m ≥ 0，仿照 (146)定义 ρm ∈ Sm

0 ，并置 ρ−1 = ρ0。此外，定义标准投影算子
Im0 : L1(Ω) → Sm

0 ，使得对所有 o ∈ T m 均有 (Im0 η)|o = 1
Ld(o)

∫
o
η dLd。本节将 [0, T ]

按等距时间步长 ∆t = T
M 分划，所得分划为 tm = m∆t、m = 0, . . . ,M。采用等距时间

步长，是为了对 (161) 中的时间导数项构造相容的全离散逼近。设闭多面体超曲面 Γ0

逼近 Γ(0)，并设 U⃗0 ∈ U0 逼近 u⃗0。对于 m = 0, . . . ,M − 1，求 (U⃗m+1, Pm+1, X⃗m+1,

κm+1) ∈ Um × P̂m × V (Γm)× V (Γm)，使得

1
2

(
ρm U⃗m+1 − (Im0 ρm−1) I⃗m2 U⃗m

∆t
+ (Im0 ρm−1)

U⃗m+1 − I⃗m2 U⃗m

∆t
, ξ⃗

)
+ 1

2

(
ρm, [(I⃗m2 U⃗m .∇) U⃗m+1] . ξ⃗ − [(I⃗m2 U⃗m .∇) ξ⃗] . U⃗m+1

)
+ 2

(
µm D(U⃗m+1), D(ξ⃗)

)
−
(
Pm+1,∇ . ξ⃗

)
=
(
f⃗m+1, ξ⃗

)
+ γ0

〈
κm+1 ν⃗m, ξ⃗

〉
Γm

∀ ξ⃗ ∈ Um , (162a)(
∇ . U⃗m+1, φ

)
= 0 ∀ φ ∈ P̂m , (162b)〈

X⃗m+1 − i⃗d
∆t

. ν⃗m, χ

〉h

Γm

=
〈
U⃗m+1 . ν⃗m, χ

〉
Γm

∀ χ ∈ V (Γm) , (162c)

〈
κm+1 ν⃗m, η⃗

〉h
Γm +

〈
∇s X⃗

m+1,∇s η⃗
〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) , (162d)

并置 Γm+1 = X⃗m+1(Γm)。显然，当 ρ− = ρ+ = 0 时，逼近 (162) 退化为采用等距时
间步长的两相 Stokes 流格式 (147)。

定理 126

(i) 设 (Um, P̂m) 满足 LBB 条件 (143)，设 Γm 满足假设 64，并设 U⃗m ∈ [C(Ω)]d。
则 (162) 有唯一解 (U⃗m+1, Pm+1, X⃗m+1, κm+1) ∈ Um × P̂m × V (Γm)× V (Γm)。

(ii) 设 d = 2 或 d = 3。则 (162) 的解满足

1
2

(
ρm, |U⃗m+1|2

)
+ γ0 |Γm+1|+ 1

2

(
Im0 ρm−1, |U⃗m+1 − I⃗m2 U⃗m|2

)
+ 2∆t

(
µm D(U⃗m+1), D(U⃗m+1)

)
≤ 1

2

(
Im0 ρm−1, |I⃗m2 U⃗m|2

)
+ γ0 |Γm|+∆t

(
f⃗m+1, U⃗m+1

)
. (163)

证明 (i) 证明与定理 119 相同。
(ii)在 (162a)中取 ξ⃗ = U⃗m+1，在 (162b)中取 φ = Pm+1，在 (162c)中取 χ = γ0 κ

m+1，
并在 (162d) 中取 η⃗ = γ0 (X⃗

m+1 − i⃗d|Γm )，得到

1
2

(
ρm U⃗m+1, U⃗m+1

)
+ 1

2

(
(Im0 ρm−1) (U⃗m+1 − I⃗m2 U⃗m), U⃗m+1 − I⃗m2 U⃗m

)
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+ 2∆t
(
µm D(U⃗m+1), D(U⃗m+1)

)
+ γ0

〈
∇s X⃗

m+1,∇s (X⃗
m+1 − i⃗d)

〉
Γm

= 1
2

(
(Im0 ρm−1) I⃗m2 U⃗m, Im2 U⃗m

)
+∆t

(
f⃗m+1, U⃗m+1

)
.

再由引理 57 立即得到 (163)。

注记 127

(i) 若 d = 2 或 d = 3，并假定(
Im0 ρm−1, |I⃗m2 U⃗m|2

)
≤
(
ρm−1, |U⃗m|2

)
对 m = 1, . . . ,M − 1，

则可证明格式 (162) 的无条件稳定性估计，参看Barrett et al. (2015b, 定理 4.2)。
如果随时间推进不对体区域网格作粗化，则这一条件总是成立。

(ii) 若
XΩm

−
∈ Pm 对 m = 0, . . . ,M − 1，

则 (162) 的时间连续半离散形式精确保持两相体积。这可由注记 117(ii) 的直接
离散对应得到，前文 §8.1.3 已作讨论。

(iii) 格式 (162) 能得到性质良好的网格；照例，考察其半离散形式即可说明这一点，
参看 §4.6。具体而言，在二维空间中得到等分布，在三维空间中得到共形多面体
超曲面。

(iv) 容易将格式 (162)，从而也将 (147)，推广至比流体在 ∂Ω 上满足 u⃗ = 0⃗ 更一般的
边界条件。除这种无滑移条件外，还可考虑自由滑移、无应力边界条件，以及相
应的非齐次边界条件。细节见Barrett et al. (2013c, 2015b, 2016a)。

(v) 由 (162) 产生的离散线性方程组可按注记 122 中的方法求解。

图 6 展示了格式 (162) 的一种推广所得到的若干数值结果；该推广例如允许在
边界 ∂Ω 的部分区域施加自由滑移条件，并考虑重力 f⃗ = ρ f⃗1。图 6 给出 Barrett
et al. (2015b) 的三个不同模拟中上升气泡的界面，并将流体运动可视化。两个二维
模拟的密度分别为 10 ρ− = ρ+ = 103 和 103 ρ− = ρ+ = 103，三维模拟的密度为
10 ρ− = ρ+ = 103。在每个例子中，内部流体的密度均小于外部流体的密度，因此气泡
在重力作用下上升。
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图 6: Barrett et al. (2015b) 中图 3、7 和 11 所示上升液滴实验的数值结果。各图给出
时刻 t = 1.5 的界面 Γm 与速度 U⃗m。对于三维实验，仅在穿过 Ω 的二维截面内显示
流体速度。

8.3 其他数值方法
以特征函数描述界面的界面追踪方法，也常用于两相流问题的数值求解。流体体

积（VOF）法用其中一相的特征函数推进界面，Hirt and Nichols (1981) 和 Renardy
and Renardy (2002) 均采用过这一方法。另一种界面追踪方法是水平集法，它用水平
集函数追踪界面；细节见 Sussman et al. (1994)、Groß and Reusken (2011) 及其中的
参考文献。在这一背景下，相场方法也称为弥散界面方法，其数值研究见 Kim et al.
(2004); Kay et al. (2008); Grün and Klingbeil (2014); Garcke et al. (2016)。其他利
用多面体网格直接表示界面的参数方法，见 Unverdi and Tryggvason (1992); Bänsch
(2001); Tryggvason et al. (2001); Ganesan et al. (2007); Agnese and Nürnberg (2016,
2019)。

逼近 (162) 可推广至存在表面活性剂的情形。此时，表面张力 γ0 依赖于移动界面
上表面活性剂的局部浓度。作者分别在 Barrett et al. (2015e) 和 Barrett et al. (2015d)
中研究了不可溶与可溶表面活性剂的情形。含表面活性剂两相流的其他方法，见 James
and Lowengrub (2004); Groß and Reusken (2011); Ganesan and Tobiska (2012); Aland
et al. (2017) 及其中的参考文献。





第九章 Willmore流

9.1 流的推导
Willmore 流是 Willmore 能量的 L2 梯度流。对于 Rd 中充分光滑的超曲面 Γ，其

中 d ≥ 2，Willmore 能量定义为

E(Γ) = 1
2

∫
Γ

κ2 dHd−1 ,

当 d = 2 时，这一演化律通常称为弹性流。为推导 Willmore 流，需要计算 E(Γ) 的第
一变分；下述引理给出其表达式。这里沿用 §2.4 中的记号与约定。

引理 128 设 GT 是闭的、可定向的 C4 演化超曲面。则

d
dt E(Γ(t)) =

〈
∆s κ + κ |∇s ν⃗|2 − 1

2 κ
3,V

〉
Γ(t)

.

证明 由定理 32、引理 39(ii) 和注记 22(i)，计算得到

d
dt E(Γ(t)) =

〈
κ, ∂□

t κ − 1
2 κ

2 V
〉
Γ(t)

=
〈
κ,∆s V + V |∇s ν⃗|2 − 1

2 κ
2 V
〉
Γ(t)

=
〈
∆s κ + κ |∇s ν⃗|2 − 1

2 κ
3,V

〉
Γ(t)

, (164)

这里用到了 Γ(t) 没有边界。
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由此可知，满足

V = −∆s κ − κ |∇s ν⃗|2 + 1
2 κ

3 在Γ(t) , (165)

的演化超曲面 (Γ(t))t∈[0,T ] 使 Willmore 能量以最快的速率减小。这一演化律称为
Willmore 流。因此，(165) 是 Willmore 能量的 L2 梯度流。

9.2 Willmore流的有限元逼近
首先考察 Barrett et al. (2007a, 2008d) 中的 Willmore 流有限元逼近，以及按这

些论文的方法构造的逼近。它们以下述 Willmore 流的形式为基础：

V⃗ . ν⃗ = −∆s κ − κ |∇s ν⃗|2 + 1
2 κ

3, κ ν⃗ = ∆s i⃗d 在Γ(t) . (166)

比较 (75) 和 (166) 可知，只要给出 |∇s ν⃗|2 的适当逼近，便容易推广第 5 章的方法，得
到 Willmore 流的有限元逼近。当 d = 2 时，|∇s ν⃗|2 化为 κ2，参看引理 12(iv)，因此
可采用 Barrett et al. (2007a, §2.3) 中的格式。在一般情形下，用 (35) 中的一种逼近构
造 Weingarten 映射 ∇s ν⃗ 的离散逼近。于是，对上述 Willmore 流的形式引入下述有限
元逼近。设闭多面体超曲面 Γ0 逼近 Γ(0)，并设 κ0

Γ0 ∈ V (Γ0) 逼近其平均曲率。沿用时
间区间分划 (40)。对于 m = 0, . . . ,M − 1，先求 Wm+1 ∈ V (Γm) 或 Wm+1 ∈ V c(Γ

m)，
以逼近 Γm 上的 Weingarten 映射，再求 (X⃗m+1, κm+1) ∈ V (Γm)× V (Γm)，使得

〈
X⃗m+1 − i⃗d

∆tm
, χ ν⃗m

〉h

Γm

−
〈
∇s κ

m+1,∇s χ
〉
Γm − 1

2

〈
(κm

Γm)2 κm+1, χ
〉h
Γm

= −
〈
κm
Γm |Wm+1|2, χ

〉h
Γm ∀ χ ∈ V (Γm) , (167a)〈

κm+1 ν⃗m, η⃗
〉h
Γm +

〈
∇s X⃗

m+1,∇s η⃗
〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) (167b)

并置 Γm+1 = X⃗m+1(Γm) 和 κm+1
Γm+1 = κm+1 ◦ (X⃗m+1)−1 ∈ V (Γm+1)。例如，定义

Wm+1 时，可从 (35) 中选取一种形式，它以 Γm 为基础，并可能还用到 κm
Γm 或

κ⃗m = π⃗Γm [κm
Γm ω⃗m]。

定理 129 设 Γm 满足假设 64(i)，并给定 κm
Γm ∈ V (Γm) 以及 Wm+1 ∈ V (Γm) 或

Wm+1 ∈ V c(Γ
m)。则 (167) 有唯一解 (X⃗m+1, κm+1) ∈ V (Γm)× V (Γm)。

证明 证明与定理 86 相仿。

注记 130

(i) 仿照 §5.3，也可考察格式 (167) 的半离散形式，它满足定理 88(iii)。
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(ii) 仿照 §5.5，可考察减少切向运动或采用诱导切向运动的 (167) 的变体。
(iii) 在 (167) 的每个时间层产生的离散线性方程组，与 (76) 所产生的方程组十分相

近。例如，可借助 UMFPACK 这样的稀疏分解软件包求解，参看Davis (2004)。

9.3 Willmore流的稳定逼近
遗憾的是，对于 (166) 的全离散逼近 (167)，似乎无法证明稳定性。不过，重要

论文 Dziuk (2008) 引入了一种稳定的 Willmore 流半离散有限元逼近。该离散采用
Willmore 能量第一变分的另一种表达形式，由此得到 Willmore 流的弱形式。为推导
这一弱形式，先证明下述结论，其思路来自 Dziuk (2008, 引理 3)。

引理 131 设 GT 是闭的、可定向的 C3 演化超曲面。设 V⃗ 是由 GT 的整体参数化诱
导的速度场。则

d
dt E(Γ(t)) = −

〈
1
2 |κ⃗|

2 +∇s . κ⃗,∇s . V⃗
〉
Γ(t)

+
〈
∇s κ⃗, 2Ds(V⃗)−∇s V⃗

〉
Γ(t)

,

其中 Ds(V⃗) 为形变率张量，参看定义 25(iv)。

证明 由定义 11(iii) 和定理 32 可知

d
dt E(Γ(t)) = 1

2

d
dt
〈
|κ⃗|2, 1

〉
Γ(t)

= 〈κ⃗, ∂◦
t κ⃗〉Γ(t) +

1
2

〈
|κ⃗|2,∇s . V⃗

〉
Γ(t)

. (168)

现在稍加修改 Dziuk (2008, 引理 3) 的证明，以计算项 〈κ⃗, ∂◦
t κ⃗〉Γ(t)。

设 x⃗ : Υ × [0, T ] → Rd 是定义 25(i) 所述的 GT 的整体参数化。对于给定的
η⃗0 ∈ [C1(Υ)]d，以下式定义 η⃗ : GT → Rd：

η⃗(x⃗(z⃗, t), t) = η⃗0(z⃗) 对所有 ∀ (z⃗, t) ∈ Υ× [0, T ] , (169)

即 η⃗ 的值随映射 x⃗ 输运。由定义 28(i) 可知

∂◦
t η⃗ = 0⃗ 在GT . (170)

由注记 22(iv)、定义 11(iii) 以及稠密性论证，有

〈κ⃗, η⃗〉Γ(t) +
〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γ(t)

= 0 ∀ η⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d , (171)
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这里用到了 Γ(t) 是闭的。对 (171) 关于 t 求导，利用定理 32 和 (170)，得到

〈∂◦
t κ⃗, η⃗〉Γ(t) +

〈
κ⃗ . η⃗,∇s . V⃗

〉
Γ(t)

+
d
dt

〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γ(t)

= 0 . (172)

由引理 9(ii)、定理 32、引理 38(iii) 以及 (170)，计算得到

d
dt

〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γ(t)

=
d
dt 〈∇s . η⃗, 1〉Γ(t)

=
〈
∇s . η⃗,∇s . V⃗

〉
Γ(t)

+
〈
∇s η⃗,∇s V⃗ − 2Ds(V⃗)

〉
Γ(t)

. (173)

将 (172) 与 (173) 合并，再取 η⃗ = κ⃗，得到

〈∂◦
t κ⃗, κ⃗〉Γ(t) = −

〈
|κ⃗|2 +∇s . κ⃗,∇s . V⃗

〉
Γ(t)

−
〈
∇s κ⃗,∇s V⃗ − 2Ds(V⃗)

〉
Γ(t)

.

结合 (168)，即得所需结论。

由引理 131 得到 Willmore 流的如下弱形式。给定闭超曲面 Γ(0)，求演化超曲面
(Γ(t))t∈[0,T ] 及其整体参数化和诱导速度场 V⃗，并求 κ⃗ ∈ [L2(GT )]

d，使得对几乎处处的
t ∈ (0, T )，所求的 (V⃗(·, t), κ⃗(·, t)) ∈ [L2(Γ(t))]d × [H1(Γ(t))]d 满足〈

V⃗, χ⃗
〉
Γ(t)

= 〈∇s κ⃗,∇s χ⃗− 2Ds(χ⃗)〉Γ(t) + 〈∇s . κ⃗,∇s . χ⃗〉Γ(t)

+ 1
2

〈
|κ⃗|2,∇s . χ⃗

〉
Γ(t)

∀ χ⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d , (174a)

〈κ⃗, η⃗〉Γ(t) +
〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γ(t)

= 0 ∀ η⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d , (174b)

这里也用到了稠密性论证。

注记 132 (与 Dziuk (2008) 的比较) 按本文的记号，有 ∇s χ⃗ = (∇Γ χ⃗)
⊺，其中 ∇Γ χ⃗

按Dziuk (2008, (2.4)) 定义。此外，本文的记号满足 Ds(χ⃗) = 1
2 PΓ DΓ(χ⃗)PΓ；这里

沿用定义 5(vii)，而 DΓ(χ⃗) = ∇Γ χ⃗ + (∇Γ χ⃗)
⊺ 按Dziuk (2008, (3.14)) 定义。因此，由

注记 6(v) 和引理 9(i) 容易得到：对于所有 f⃗ , χ⃗ ∈ [H1(Γ(t)]d，均有 2∇s f⃗ : Ds(χ⃗) =

∇Γ f⃗ : DΓ(χ⃗)∇Γ i⃗d。由此可知，(174) 与Dziuk (2008, Problem 2) 一致。

下面说明弱形式 (174) 与强形式 (166) 的联系。

引理 133 (174) 的充分光滑解也是 Willmore 流强形式 (166) 的解。

证明 首先，由 (174b) 和注记 22(iv) 可知 κ⃗ = κ ν⃗ 且 (166) 中的第二个方程成立。
其次，由定义 5(vii)、注记 6(v)、引理 7(iii) 和引理 12(ii)，得到

∇s κ⃗ : (∇s χ⃗− 2Ds(χ⃗)) = (ν⃗ ⊗∇s κ) : ∇s χ⃗− κ∇s ν⃗ : ∇s χ⃗ .
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于是，由注记 22(i)、(iii) 以及引理 7(ii)、(iii)，可将 (174a) 右端的第一项改写为

〈∇s κ⃗,∇s χ⃗− 2Ds(χ⃗)〉Γ(t) = 〈κ∆s ν⃗ − (∆s κ) ν⃗, χ⃗〉Γ(t) . (175)

此外，由定义 5(ii) 和引理 13(i) 可知 ∇s . κ⃗ = ∇s . (κ ν⃗) = κ∇s . ν⃗ = −κ2。因此，利
用引理 7(i) 和定理 21，从 (174a) 右端的第二项、第三项得到

〈
∇s . κ⃗ + 1

2 |κ⃗|
2,∇s . χ⃗

〉
Γ(t)

= − 1
2

〈
κ2,∇s . χ⃗

〉
Γ(t)

= 〈κ∇s κ, χ⃗〉Γ(t) +
1
2

〈
κ3, χ⃗ . ν⃗

〉
Γ(t)

. (176)

将 (174a)、(175) 和 (176) 合并，得到

V⃗ =
(
−∆s κ + 1

2 κ
3
)
ν⃗ + κ (∆s ν⃗ +∇s κ) =

(
−∆s κ − κ |∇s ν⃗|2 + 1

2 κ
3
)
ν⃗ , (177)

这里用到了引理 16。由此即得 (166) 中的第一个关系式。

下面引入 (174) 的自然半离散形式。给定闭多面体超曲面 Γh(0)，求演化多面体超
曲面 Gh

T 及其诱导速度 V⃗h ∈ V (Gh
T )，并求 κ⃗h ∈ V (Gh

T )，即对于所有 t ∈ [0, T ]，均有
(V⃗h(·, t), κ⃗h(·, t)) ∈ V (Γh(t))× V (Γh(t))，使得对所有 t ∈ (0, T ] 均满足

〈
V⃗h, χ⃗

〉h
Γh(t)

=
〈
∇s κ⃗

h,∇s χ⃗− 2Ds(χ⃗)
〉
Γh(t)

+
〈
∇s . κ⃗

h,∇s . χ⃗
〉
Γh(t)

+ 1
2

〈
|κ⃗h|2,∇s . χ⃗

〉h
Γh(t)

∀ χ⃗ ∈ V (Γh(t)) , (178a)〈
κ⃗h, η⃗

〉h
Γh(t)

+
〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γh(t)

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γh(t)) , (178b)

这里沿用引理 73 中 Γh(t) 上的 Ds 的定义。

下面证明稳定性定理。

定理 134 设 (Gh
T , κ⃗

h) 是 (178) 的解，并设 κ⃗h ∈ V T (Gh
T )。则

d
dt

1
2

(∣∣κ⃗h
∣∣h
Γh(t)

)2
= −

(∣∣∣V⃗h
∣∣∣h
Γh(t)

)2

≤ 0 .

证明 仿照引理 131 的证明。与 (170) 类似，将 (178b) 中的检验函数 η⃗ ∈ V (Γh(t))

延拓为 η⃗ ∈ V T (Gh
T )，使得在 Gh

T 上有 ∂◦,h
t η⃗ = 0⃗。对 (178b) 求时间导数，利用定理 70

和引理 73(iii)，得到

〈
∂◦,h
t κ⃗h, η⃗

〉h
Γh(t)

+
〈
κ⃗h . η⃗,∇s . V⃗h

〉h
Γh(t)

+
〈
∇s . V⃗h,∇s . η⃗

〉
Γh(t)

+
〈
∇s V⃗h,∇s η⃗

〉
Γh(t)

− 2
〈
Ds(V⃗h),∇s η⃗

〉
Γh(t)

= 0 . (179)
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在 (179) 中取 η⃗ = κ⃗h，在 (178a) 中取 χ⃗ = V⃗h，得到

〈
∂◦,h
t κ⃗h, κ⃗h

〉h
Γh(t)

+ 1
2

〈
|κ⃗h|2,∇s . V⃗h

〉h
Γh(t)

+
〈
V⃗h, V⃗h

〉h
Γh(t)

= 0 .

再由定理 70(ii) 和 (16) 即得所需结论。

注记 135

(i) 当 d = 2 时，(178) 的误差分析见Deckelnick and Dziuk (2009)。
(ii) Dziuk (2008, Problem 3) 提出的 (178) 的版本不采用质量集中。然而，(178) 的

两个版本都没有 (167) 所具有的良好网格性质。这是因为网格几乎只沿法向移动，
通常会使网格质量恶化。事实上，(178a) 逼近 (174a)，而后者是

V⃗ =
[
−∆s κ − κ |∇s ν⃗|2 + 1

2 κ
3
]
ν⃗ 在Γ(t) ,

的弱形式，这里用到了 (177)。

下面推导一种弱形式，使相应的半离散逼近既稳定，又具有良好的网格性质。关
键之一是保证下式成立：

〈κ ν⃗, η⃗〉Γ(t) +
〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γ(t)

= 0 ∀ η⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d (180)

这将使离散问题得到良好的网格，参看 §4.6。因此，要在考虑约束 (180) 的同时，计
算 1

2 〈κ,κ〉Γ(t) 的时间导数。为此，采用偏微分方程约束优化的变分方法，参看例如
Hinze et al. (2009); Tröltzsch (2010)，并定义 Lagrange 泛函

L(Γ(t),κ⋆, y⃗) = 1
2 〈κ

⋆,κ⋆〉Γ(t) − 〈κ⋆ ν⃗, y⃗〉Γ(t) −
〈
∇s i⃗d,∇s y⃗

〉
Γ(t)

, (181)

其中 y⃗ ∈ [H1(Γ(t)]d 是对应于约束 (180) 的 Lagrange 乘子，约束中的 κ 换为 κ⋆。此
时须注意，κ⋆(t)是独立变量，并非 Γ(t)的平均曲率 κ(t)。下面分别计算 L(Γ(t),κ⋆, y⃗)

关于 Γ(t)、κ⋆ 和 y⃗ 的变分。

为此，对于任意 χ⃗ ∈ [H1(Γ(t)]d 和任意 ε ∈ R，置

Γε(t) = Φ⃗(Γ(t), ε) , 其中 Φ⃗(·, ε) = i⃗d|Γ(t)
+ ε χ⃗ . (182)

对于 ε0 > 0，考察定义在
⋃

ε∈[−ε0,ε0]
(Γε(t) × {ε}) 上的光滑函数 f。仿照定义 28(i)，

定义

(∂◦
ε f)(Φ⃗(z⃗, ε), ε) =

d
dε f(Φ⃗(z⃗, ε), ε) ∀ (z⃗, ε) ∈ Γ(t)× [−ε0, ε0] , (183)
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并注意到

∂◦
ε f =

(
d
dε f(Φ⃗(·, ε), ε)

)
|ε=0

= lim
ε→0

f(Φ⃗(·, ε), ε)− f

ε
在Γ(t) . (184)

以下与 §2.4类似，常将 Γε(t)×{ε}与 Γε(t) 视为同一函数，从而也将 (Γε(t)×{ε})|ε=0

与 Γ(t) 视为同一函数。由定理 32 的直接对应形式可知，〈f, 1〉Γ(t) 的第一变分为[
δ

δΓ
〈f, 1〉Γ(t)

]
(χ⃗) =

(
d
dε 〈f, 1〉Γε(t)

)
|ε=0

= 〈∂◦
ε f + f ∇s . χ⃗, 1〉Γ(t) . (185)

此外，若 ν⃗ε 为 Γε(t) 上的单位法向量，与 Γ(t) 上的 ν⃗ 对应，则由引理 37(i) 的直接对
应形式可知 [

δ

δΓ
ν⃗

]
(χ⃗) = (∂◦

ε ν⃗ε)|ε=0
= −(∇s χ⃗)

⊺
ν⃗ 在Γ(t) . (186)

仿照 (169)，对于任意 η ∈ L∞(Γ(t))，可在
⋃

ε∈[−ε0,ε0]
(Γε(t)×{ε})上以下式定义 η(ε)：

η(ε)(Φ⃗(z⃗, ε), ε) = η(z⃗) ∀ (z⃗, ε) ∈ Γ(t)× [−ε0, ε0] , (187)

对于 η⃗ ∈ [L∞(Γ(t))]d 亦作类似定义。与 (170) 类似，由上述延拓以及 (184) 得到[
δ

δΓ
η⃗

]
(χ⃗) =

(
∂◦
ε η⃗(ε)

)
|ε=0

= 0⃗ 在Γ(t) .

特别地，得到 (173) 的如下对应形式：[
δ

δΓ

〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γ(t)

]
(χ⃗) =

(
d
dε

〈
∇s i⃗d,∇s η⃗(ε)

〉
Γε(t)

)
|ε=0

= 〈∇s . η⃗,∇s . χ⃗〉Γ(t) + 〈∇s η⃗,∇s χ⃗− 2Ds(χ⃗)〉Γ(t) . (188)

下面考察 L(Γ(t),κ⋆, y⃗) 分别关于 Γ(t)、κ⋆ 和 y⃗ 的变分。具体而言，对于所有
χ⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d、ξ ∈ L2(Γ(t)) 和 η⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d，置[

δ

δΓ
L

]
(χ⃗) =

(
d
dε L(Γε(t),κ⋆

(ε), y⃗(ε))

)
|ε=0

, (189a)[
δ

δκ⋆
L

]
(ξ) =

(
d
dε L(Γ(t),κ⋆ + ε ξ, y⃗)

)
|ε=0

, (189b)[
δ

δy⃗
L

]
(η⃗) =

(
d
dε L(Γ(t),κ⋆, y⃗ + ε η⃗)

)
|ε=0

, (189c)

其中 κ⋆
(ε) ∈ L2(Γε(t))和 y⃗(ε) ∈ [H1(Γε(t))]

d通过输运 κ⋆ ∈ L2(Γ(t))和 y⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d
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的值来定义，方式如 (187)所述；这里的 χ⃗由 (182)给出。令变分
[

δ
δy⃗ L

]
(η⃗) = 0，得到

(180)，但其中的 κ 换为 κ⋆。与原来的 (180)比较，可知 κ⋆ = κ。再令
[

δ
δκ⋆ L

]
(ξ) = 0，

利用 κ⋆ = κ，得到
κ = y⃗ . ν⃗ 在Γ(t) . (190)

最后，令变分
[

δ
δΓ L

]
(χ⃗) = −

〈
V⃗ . ν⃗, χ⃗ . ν⃗

〉
Γ(t)
，利用 (185)、(186)、(188) 以及 κ⋆ = κ，

得到 〈
V⃗ . ν⃗, χ⃗ . ν⃗

〉
Γ(t)

= 〈∇s y⃗,∇s χ⃗− 2Ds(χ⃗)〉Γ(t) + 〈∇s . y⃗,∇s . χ⃗〉Γ(t)

−
〈
κ
(
1
2 κ − y⃗ . ν⃗

)
,∇s . χ⃗

〉
Γ(t)

−
〈
κ y⃗, (∇s χ⃗)

⊺
ν⃗
〉
Γ(t)

∀ χ⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d . (191)

因此，得到如下弱形式。给定闭超曲面 Γ(0)，求演化超曲面 (Γ(t))t∈[0,T ] 及其整
体参数化和诱导速度场 V⃗，并求 κ ∈ L2(GT ) 和 y⃗ ∈ [L2(GT )]

d，使得对几乎处处的
t ∈ (0, T )，所求的 (V⃗(·, t),κ(·, t), y⃗(·, t)) ∈ [L2(Γ(t))]d × L2(Γ(t)) × [H1(Γ(t))]d 满足
(191)、(190) 和 (180)。

注记 136

(i) 利用Barrett et al. (2017d, Appendix A) 中的方法，可仿照引理 133 证明：上述
弱形式的充分光滑解也是强形式 (166) 的解。

(ii) 显然，利用 (190)，可从这一弱形式的 (191) 和 (180) 中消去 κ。

下面考察 (191)、(190) 和 (180) 的离散对应。先引入 (181) 的离散对应：

Lh(Γh(t), κh, Y⃗ h) = 1
2

〈
κh, κh

〉h
Γh(t)

−
〈
κh ν⃗h, Y⃗ h

〉h
Γh(t)

−
〈
∇s i⃗d,∇s Y⃗

h
〉
Γh(t)

, (192)

其中 Y⃗ h(·, t) ∈ V (Γh(t)) 是对应于约束 κh(·, t) ∈ V (Γh(t)) 的 Lagrange 乘子，该约
束满足 〈

κh ν⃗h, η⃗
〉h
Γh(t)

+
〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γh(t)

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γh(t)) . (193)

令
[

δ

δY⃗ h
Lh
]
(η⃗) = 0，得到 (193)。令

[
δ

δκh Lh
]
(ξ) = 0，得到

〈
κh − Y⃗ h . ν⃗h, ξ

〉h
Γh(t)

= 0 ∀ ξ ∈ V (Γh(t)) . (194)

最后，需要计算 Lh(Γh(t), κh, Y⃗ h) 关于 Γh(t) 的变分。为此，给出 (182) 的如下离散
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对应：对于任意 χ⃗ ∈ V (Γh(t)) 和任意 ε ∈ R，置

Γh
ε (t) = Φ⃗h(Γh(t), ε) , 其中 Φ⃗h(·, ε) = i⃗d|

Γh(t)
+ ε χ⃗ .

并定义 ∂◦,h
ε 为 (183) 的离散对应。仿照定理 70(ii)，有[

δ

δΓh

〈
κh, Y⃗ h . ν⃗h

〉h
Γh(t)

]
(χ⃗) =

(
d
dε

〈
κh
(ε), Y⃗

h
(ε) . ν⃗

h
ε

〉h
Γh
ε (t)

)
|ε=0

=

(〈
κh
(ε), Y⃗

h
(ε) . ∂

◦,h
ε ν⃗hε

〉h
Γh
ε (t)

)
|ε=0

+
〈
κh Y⃗ h . ν⃗h,∇s . χ⃗

〉h
Γh(t)

=

〈
κh, Y⃗ h .

[
δ

δΓh
ν⃗h
]
(χ⃗)

〉h

Γh(t)

+
〈
κh Y⃗ h . ν⃗h,∇s . χ⃗

〉h
Γh(t)

, (195)

其中 κh
(ε) 和 Y⃗ h

(ε) 仿照 (187)，借助映射 Φ⃗h 定义，而 ν⃗hε 为 Γh
ε (t)上的单位法向量。因此，

令 变 分
[

δ
δΓh Lh

]
(χ⃗) =

−
〈
V⃗h . ω⃗h, χ⃗ . ω⃗h

〉h
Γ(t)
，利用 (195)、对于 Γh(t) 上的 ν⃗h 的 (186) 的离散对应

（可与引理 72 比较），以及对于 Γh(t) 的 (188)，得到

〈
V⃗h . ω⃗h, χ⃗ . ω⃗h

〉h
Γh(t)

=
〈
∇s Y⃗

h,∇s χ⃗− 2Ds(χ⃗)
〉
Γh(t)

+
〈
∇s . Y⃗

h,∇s . χ⃗
〉
Γh(t)

−
〈
κh ( 12 κ

h − Y⃗ h . ν⃗h),∇s . χ⃗
〉h
Γh(t)

−
〈
κh Y⃗ h, (∇s χ⃗)

⊺
ν⃗h
〉h
Γh(t)

∀ χ⃗ ∈ V (Γh(t)) . (196)

因此，得到 (191)、(190)和 (180)的如下半离散有限元逼近。给定闭多面体超曲面
Γh(0)，求演化多面体超曲面 Gh

T 及其诱导速度 V⃗h ∈ V (Gh
T )，并求 κh ∈ V (Gh

T )、Y⃗ h ∈
V (Gh

T )，即对所有 t ∈ [0, T ] 均有 (V⃗h(·, t), κh(·, t), Y⃗ h(·, t)) ∈ V (Γh(t)) × V (Γh(t)) ×
V (Γh(t))，使得对所有 t ∈ (0, T ]，(196)、(194) 和 (193) 均成立。

注记 137

(i) 仿照注记 136(ii)，利用 (194)，可从该半离散有限元逼近的 (196) 和 (193) 中消
去 κh。

(ii) 格式 (196)、(194) 和 (193) 满足定理 88(iii)。

有下述稳定性结论。

定理 138 设 (Gh
T , κ

h, Y⃗ h) 是 (196)、(194) 和 (193) 的解，并设 κh ∈ VT (Gh
T )。则

d
dt

1
2

(∣∣κh
∣∣h
Γh(t)

)2
= −

(∣∣∣V⃗h . ω⃗h
∣∣∣h
Γh(t)

)2

≤ 0 .
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证明 仿照 (179)，将 (193) 中的检验函数 η⃗ ∈ V (Γh(t)) 延拓为 η⃗ ∈ V T (Gh
T )，使得在

Gh
T 上有 ∂◦,h

t η⃗ = 0⃗。对 (193) 求时间导数，利用定理 70 和引理 73(iii)，得到

〈
∂◦,h
t κh, ν⃗h . η⃗

〉h
Γh(t)

+
〈
κh ∂◦,h

t ν⃗h, η⃗
〉h
Γh(t)

+
〈
κh ν⃗h. η⃗,∇s . V⃗h

〉h
Γh(t)

+
〈
∇s . V⃗h,∇s . η⃗

〉
Γh(t)

+
〈
∇s V⃗h,∇s η⃗

〉
Γh(t)

− 2
〈
Ds(V⃗h),∇s η⃗

〉
Γh(t)

= 0 . (197)

在 (197) 中取 η⃗ = Y⃗ h，在 (196) 中取 χ⃗ = V⃗h，再由 (194)、(19) 和引理 72，得到

〈
∂◦,h
t κh, κh

〉h
Γh(t)

+ 1
2

〈
|κh|2,∇s . V⃗h

〉h
Γh(t)

+
〈
V⃗h . ω⃗h, V⃗h . ω⃗h

〉h
Γh(t)

= 0 .

最后，由定理 70(ii) 和 (16) 即得所需结论。

下面给出 (196)、(194) 和 (193) 的全离散形式，这里仍用到 (19)。
设闭多面体超曲面 Γ0 逼近 Γ(0)，并设 κ0

Γ0 ∈ V (Γ0) 和 Y⃗ 0
Γ0 ∈ V (Γ0) 分别逼近

其平均曲率和平均曲率向量。沿用时间区间分划 (40)。对于 m = 0, . . . ,M − 1，求
(X⃗m+1, κm+1, Y⃗ m+1) ∈ V (Γm)× V (Γm)× V (Γm)，使得

〈
X⃗m+1 − i⃗d

∆tm
. ω⃗m, χ⃗ . ω⃗m

〉h

Γm

−
〈
∇s Y⃗

m+1,∇s χ⃗
〉
Γm

= −
〈
κm
Γm

(
1
2 κ

m
Γm − Y⃗ m

Γm . ν⃗m
)
,∇s . χ⃗

〉h
Γm

−
〈
κm
Γm Y⃗ m

Γm , (∇s χ⃗)
⊺
ν⃗m
〉h
Γm

+
〈
∇s . Y⃗

m
Γm ,∇s . χ⃗

〉
Γm

− 2
〈
∇s Y⃗

m
Γm , Ds(χ⃗)

〉
Γm

∀ χ⃗ ∈ V (Γm) , (198a)

κm+1 = πΓm

[
Y⃗ m+1 . ω⃗m

]
, (198b)〈

κm+1 ν⃗m, η⃗
〉h
Γm +

〈
∇s X⃗

m+1,∇s η⃗
〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) (198c)

并置 Γm+1 = X⃗m+1(Γm)、κm+1
Γm+1 = κm+1 ◦ (X⃗m+1)−1 ∈ V (Γm+1) 和 Y⃗ m+1

Γm+1 = Y⃗ m+1 ◦
(X⃗m+1)−1 ∈ V (Γm+1)。有下述结论。

定理 139 设 Γm 满足假设 64(i)，并设 κm
Γm ∈ V (Γm) 和 Y⃗ m

Γm ∈ V (Γm)。则 (198) 有
唯一解 (X⃗m+1, κm+1, Y⃗ m+1) ∈ V (Γm)× V (Γm)× V (Γm)。

证明 证明与定理 86 十分类似。考察齐次方程组〈
X⃗ . ωm, χ⃗ . ω⃗m

〉h
Γm

−∆tm

〈
∇s Y⃗ ,∇s χ⃗

〉
Γm

= 0 ∀ χ⃗ ∈ V (Γm) , (199a)

κ− πΓm

[
Y⃗ . ω⃗m

]
= 0 , (199b)

〈κ ν⃗m, η⃗〉hΓm +
〈
∇s X⃗,∇s η⃗

〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) . (199c)
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的解 (X⃗, κ, Y⃗ ) ∈ V (Γm)×V (Γm)×V (Γm)。在 (199a)中取 χ⃗ = Y⃗ ∈ V (Γm)，在 (199c)
中取 η⃗ = X⃗ ∈ V (Γm)，由 (19) 和 (199b) 得到∣∣∣∇s X⃗

∣∣∣2
Γm

+∆tm

∣∣∣∇s Y⃗
∣∣∣2
Γm

= 0 .

由此可知，存在 X⃗c, Y⃗ c ∈ Rd，使得 X⃗ = X⃗c，且在 Γm 上有 Y⃗ = Y⃗ c。因此，将 (199b)
代入 (199c)，由 (199) 和 (19) 得到(∣∣∣X⃗c . ω⃗m

∣∣∣h
Γm

)2

+

(∣∣∣Y⃗ c . ω⃗m
∣∣∣h
Γm

)2

= 0 ,

即 X⃗c . ω⃗m = Y⃗ c . ω⃗m = 0。再由假设 64(i) 可知 X⃗c = Y⃗ c = 0⃗，从而 κ = 0。

注记 140 (稳定性) 遗憾的是，对于全离散格式 (198) 及其推广，似乎无法证明稳定性
估计。对于 Dziuk 格式 (178) 的全离散逼近，也有同样的问题。

注记 141 (离散线性方程组) 沿用 §4.3 中的记号，(198) 在每个时间层需要求解的线
性方程组可写为：求 (Y⃗ m+1, κm+1, δX⃗m+1) ∈ (Rd)K × RK × (Rd)K，使得 AΓm 0 − 1

∆tm
MΓm

−N⃗
⊺
Γm MΓm 0

0 N⃗Γm AΓm


 Y⃗ m+1

κm+1

δX⃗m+1

 =

 g⃗Γm

0

−AΓm X⃗m

 , (200)

这里在记号上作了与 (46) 相似的混用。(200) 中各矩阵与向量的定义或由 (45) 给出，
或直接由 (198) 得到。在实际计算中，可用 UMFPACK 这样的稀疏直接法高效求解线
性方程组 (200)，参看Davis (2004)。

9.4 具有自发曲率和面积差弹性效应的Willmore流
曲率能量对于囊泡和生物膜也十分重要。与许多膜弹性能量一样，膜的曲率进入

弹性能量密度。不过，生物膜还受到其他效应的影响，下面加以讨论。最初的生物膜
曲率能量模型已考虑膜在法向上可能具有的不对称性；例如，膜两侧的化学环境不同
就可能造成这种不对称性。上下两侧的不对称性要求推广 Willmore 能量，Canham
(1970) 和 Helfrich (1973) 引入的自发曲率模型便是一个例子。最简单的这种能量，其
无量纲形式为

Eκ(Γ) =
1
2

∫
Γ

(κ − κ)2 dHd−1 ,

其中 κ ∈ R 是给定的所谓自发曲率。生物膜由两层脂质组成，脂质分子数守恒。此外，
脂质周围的化学环境会产生渗透压效应。这两种效应对膜的可能构形施加了约束。早
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期的双层膜模型对此采取的处理方式，是对膜的总曲面面积和所围体积施加严格约束。
由于分子难以在两层之间交换，每层的脂质总数分别守恒，从而两层之间会存在曲面
面积差。其一阶近似由平均曲率在整个曲面上的积分给出；这一点来自曲面面积的第
一变分公式，参看 (36)。不同模型或对这一面积差施加严格约束，或对其偏离最优值
的程度加以惩罚。后一种情形给出能量

Eκ,β(Γ) = Eκ(Γ) +
1
2 β (〈κ, 1〉Γ −M0)

2 (201)

其中 β ∈ R≥0、M0 ∈ R 为给定常数。以能量 (201) 为基础的模型称为面积差弹性
（ADE）模型，参看 Seifert (1997)。下面将引理 128 推广至 Eκ,β(Γ(t))。为简化记号，
定义

A(t) = 〈κ, 1〉Γ(t) −M0 . (202)

引理 142 设 GT 是闭的、可定向的 C4 演化超曲面。则

d
dt Eκ,β(Γ(t))

=
〈
∆s κ + (κ − κ) |∇s ν⃗|2 − 1

2 (κ − κ)2 κ + β A(t)
(
|∇s ν⃗|2 − κ2

)
,V
〉
Γ(t)

.

证明 将 (164) 推广至 Eκ(Γ(t)，得到

d
dt Eκ(Γ(t)) =

〈
κ − κ, ∂□

t κ − 1
2 (κ − κ)κ V

〉
Γ(t)

=
〈
κ − κ,∆s V + V |∇s ν⃗|2 − 1

2 (κ − κ)κ V
〉
Γ(t)

=
〈
∆s κ + (κ − κ) |∇s ν⃗|2 − 1

2 (κ − κ)2 κ,V
〉
Γ(t)

. (203)

再由定理 32 和引理 39(ii)，计算得到

d
dt

[
1
2

(
〈κ, 1〉Γ(t) −M0

)2]
= A(t)

d
dt 〈κ, 1〉Γ(t) = A(t)

〈
∂□
t κ − κ2 V, 1

〉
Γ(t)

= A(t)
〈
|∇s ν⃗|2 − κ2,V

〉
Γ(t)

.

将上式与 (203) 合并，再由 (201) 即得结论。

因此，(201) 中 Eκ,β(Γ(t)) 的 L2 梯度流为

V = −∆s κ − (κ − κ) |∇s ν⃗|2 + 1
2 (κ − κ)2 κ − β A(t)

(
|∇s ν⃗|2 − κ2

)
在Γ(t) . (204)

根据以上讨论，保持体积和曲面面积的流也值得研究。当 β = 0 时，同时保持体
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积与曲面面积的流称为 Helfrich 流。为保持曲面面积与体积，考虑两个附加约束

〈κ,V〉Γ(t) = 0 和 〈1,V〉Γ(t) = 0 (205)

这里分别用到了定理 32 和定理 33。具体而言，引入 Lagrange 乘子 (λA(t), λV (t))
⊺ ∈

R2，将 (204) 写为 V = f，并将 (204) 改为

V = f + λA κ + λV 在Γ(t) . (206)

若 (λA(t), λV (t))
⊺ ∈ R2 满足下述对称方程组，则约束 (205) 成立：(

〈κ,κ〉Γ(t) 〈κ, 1〉Γ(t)
〈κ, 1〉Γ(t) 〈1, 1〉Γ(t)

)(
λA

λV

)
= −

(
〈f,κ〉Γ(t)
〈f, 1〉Γ(t)

)
. (207)

注意，(207) 中的矩阵为对称半正定矩阵，且当且仅当 κ 为常数，即 Γ(t) 为球面
时，该矩阵奇异。若仅施加一个约束，则将对应于另一约束的 Lagrange 乘子置为
零，并从 (207) 中删去相应方程。在有两个约束且 κ 不是常数时，(207) 等价于
λA = −

〈
f,κ − −

∫
Γ(t)

κ
〉
Γ(t)

/|κ − −
∫
Γ(t)

κ|2Γ(t) 并由 (207) 的第二个方程求得 λV。这里，

−
∫
Γ(t)

κ 的定义见 (87)。
对有限元逼近 (167) 作相应修改，只须将 (167a) 换为

〈
X⃗m+1 − i⃗d

∆tm
, χ ν⃗m

〉h

Γm

−
〈
∇s κ

m+1,∇s χ
〉
Γm − 1

2

〈
(κm

Γm − κ)2 κm+1, χ
〉h
Γm

− [λm
A ]+

〈
κm+1, χ

〉h
Γm

= 〈gm, χ〉hΓm + [λm
A ]− 〈κm

Γm , χ〉hΓm + λm
V 〈1, χ〉hΓm ∀ χ ∈ V (Γm) , (208)

其中 gm ∈ V (Γm) 满足

〈gm, χ〉hΓm = −
〈
(κm

Γm − κ) |Wm+1|2, χ
〉h
Γm − β Am

〈
|Wm+1|2 − (κm

Γm)
2
, χ
〉h
Γm

∀ χ ∈ V (Γm) ,

Am = 〈κm
Γm , 1〉hΓm −M0 .

此外，[λm
A ]± = ±max{±λm

A , 0} 以及 Lagrange 乘子 (λm
A , λm

V )
⊺ ∈ R2 满足对称方程组(

〈κm
Γm , κm

Γm〉hΓm 〈κm
Γm , 1〉Γm

〈κm
Γm , 1〉Γm 〈1, 1〉Γm

)(
λm
A

λm
V

)



122 第九章 Willmore 流

= −


〈
gm + 1

2 (κ
m
Γm − κ)2 κm

Γm , κm
Γm

〉h
Γm

+ |∇s κ
m
Γm |2Γm〈

gm + 1
2 (κ

m
Γm − κ)2 κm

Γm , 1
〉h
Γm

 . (209)

同样，(209) 中的矩阵为对称半正定矩阵，且当且仅当 κm
Γm 为常数时，该矩阵奇异。若

仅施加一个约束，同样将对应于另一约束的 Lagrange 乘子置为零，并从 (209) 中删去
相应方程。此外，适当修改后的定理 129 和注记 130 对这一修正格式仍然成立，细节
见 Barrett et al. (2008d)。

下面将 §9.3 中 Willmore 流的稳定逼近推广至具有自发曲率和面积差效应的
Willmore 流。作者在 Barrett et al. (2016b) 中将 Dziuk (2008) 的方法，即 (178)，推
广至 κ 和 β 非零的情形。

首先，考察附加约束 (171) 下 Eκ,β(Γ(t)) 的变分。仿照 (181)，引入 Lagrange 泛
函

L̂κ,β(Γ(t), κ⃗⋆, y⃗) = 1
2

〈
|κ⃗⋆ − κ ν⃗|2 , 1

〉
Γ(t)

+ 1
2 β
(
〈κ⃗⋆, ν⃗〉Γ(t) −M0

)2
− 〈κ⃗⋆, y⃗〉Γ(t) −

〈
∇s i⃗d,∇s y⃗

〉
Γ(t)

,

其中 y⃗(·, t) ∈ [H1(Γ(t))]d 为 (171) 的 Lagrange 乘子，约束中的 κ⃗(·, t) ∈ [L2(Γ(t))]d

换为 κ⃗⋆(·, t) ∈ [L2(Γ(t))]d。仿照 (189)，对于所有 χ⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d、ξ⃗ ∈ [L2(Γ(t))]d 和
η⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d，考察变分[

δ

δΓ
L̂κ,β

]
(χ⃗) =

(
d
dε L̂κ,β(Γε(t),κ⋆

(ε), y⃗(ε))

)
|ε=0

,[
δ

δκ⃗⋆
L̂κ,β

]
(ξ⃗) =

(
d
dε L̂κ,β(Γ(t), κ⃗⋆ + ε ξ⃗, y⃗)

)
|ε=0

,[
δ

δy⃗
L̂κ,β

]
(η⃗) =

(
d
dε L̂κ,β(Γ(t), κ⃗⋆, y⃗ + ε η⃗)

)
|ε=0

,

其中 κ⃗⋆
(ε)(·, t), y⃗(ε)(·, t) ∈ [H1(Γε(t))]

d 按 (187)的方式，通过输运 κ⃗⋆ 和 y⃗ 的值来定义。

令
[

δ
δy⃗ L̂κ,β

]
(η⃗) = 0，并与 (171) 比较，得到 κ⃗⋆ = κ⃗。此外，令

[
δ

δκ⃗⋆ L̂κ,β

]
(ξ⃗) = 0 和

〈V⃗, χ⃗〉Γ(t) = −
[

δ
δΓ L̂κ,β

]
(χ⃗)，利用 (185)、(186)和 (188)，便得到 V⃗ = f ν⃗ 与引理 13(ii)

的如下弱形式。其中 f 是 (204) 的右端；对于没有自发曲率与 ADE 效应的情形，可参
看注记 135(ii)。给定闭超曲面 Γ(0)，求演化超曲面 (Γ(t))t∈[0,T ] 及其整体参数化和诱
导速度场 V⃗，并求 κ⃗ ∈ [L2(GT )]

d 和 y⃗ ∈ [L2(GT )]
d，使得对几乎处处的 t ∈ (0, T )，所

求的 (V⃗(·, t), κ⃗(·, t), y⃗(·, t)) ∈ [L2(Γ(t))]d × [L2(Γ(t))]d × [H1(Γ(t))]d 满足〈
V⃗, χ⃗

〉
Γ(t)

= 〈∇s y⃗,∇s χ⃗− 2Ds(χ⃗)〉Γ(t) + 〈∇s . y⃗,∇s . χ⃗〉Γ(t)
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−
〈
1
2 |κ⃗ − κ ν⃗|2 − κ⃗ . (y⃗ − β A(t) ν⃗) ,∇s . χ⃗

〉
Γ(t)

+ (β A(t)− κ)
〈
κ⃗, (∇s χ⃗)

⊺
ν⃗
〉
Γ(t)

∀ χ⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d , (210a)〈
κ⃗ + (β A(t)− κ) ν⃗ − y⃗, ξ⃗

〉
Γ(t)

= 0 ∀ ξ⃗ ∈ [L2(Γ(t))]d , (210b)

〈κ⃗, η⃗〉Γ(t) +
〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γ(t)

= 0 ∀ η⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d (210c)

其中
A(t) = 〈κ⃗, ν⃗〉Γ(t) −M0 . (210d)

注意，若 κ = β = 0，则 y⃗ = κ⃗，从而系统 (210) 化为 (174)。
下面借助离散能量

Eh
κ,β(Γ

h(t)) = 1
2

〈∣∣κ⃗h − κ ν⃗h
∣∣2 , 1〉h

Γh(t)
+ 1

2 β
(〈

κ⃗h, ν⃗h
〉
Γh(t)

−M0

)2
(211)

在附加约束 (178b) 下的第一变分，引入 (210) 的半离散形式。定义 Lagrange 泛函

L̂h
κ,β(Γ

h(t), κ⃗h, Y⃗ h) = Eh
κ,β(Γ

h(t))−
〈
κ⃗h, Y⃗ h

〉h
Γh(t)

−
〈
∇s i⃗d,∇s Y⃗

h
〉
Γh(t)

,

其中 Y⃗ h(·, t) ∈ V (Γh(t)) 是 (178b) 的 Lagrange 乘子。仿照 (192)，对于 χ⃗ ∈ V (Γh(t))

令
[

δ
δΓh L̂h

κ,β

]
(χ⃗) = −〈V⃗h, χ⃗〉Γh(t)，对于 ξ⃗ ∈ V (Γh(t)) 令

[
δ

δκ⃗h L̂h
κ,β

]
(ξ⃗) = 0，并

对于 η⃗ ∈ V (Γh(t)) 令
[

δ

δY⃗ h
L̂h
κ,β

]
(η⃗) = 0。由 (195) 的对应形式、对于 Γh(t) 上

的 ν⃗h 的 (186) 的离散对应，以及对于 Γh(t) 的 (188)，得到 (210) 的如下半离散
有限元逼近。给定闭多面体超曲面 Γh(0)，求演化多面体超曲面 Gh

T 及其诱导速度
V⃗h ∈ V (Gh

T )，并求 κ⃗h ∈ V (Gh
T ) 和 Y⃗ h ∈ V (Gh

T )，使得对所有 t ∈ (0, T ]，所求的
(V⃗h(·, t), κ⃗h(·, t), Y⃗ h(·, t)) ∈ V (Γh(t))× V (Γh(t))× V (Γh(t)) 满足

〈
V⃗h, χ⃗

〉h
Γh(t)

=
〈
∇s Y⃗

h,∇s χ⃗− 2Ds(χ⃗)
〉
Γh(t)

+
〈
∇s . Y⃗

h,∇s . χ⃗
〉
Γh(t)

−
〈

1
2

∣∣κ⃗h − κ ν⃗h
∣∣2 − κ⃗h .

(
Y⃗ h − β Ah(t) ν⃗h

)
,∇s . χ⃗

〉h
Γh(t)

+
(
β Ah(t)− κ

) 〈
κ⃗h, (∇s χ⃗)

⊺
ν⃗h
〉h
Γh(t)

∀ χ⃗ ∈ V (Γh(t)) , (212a)〈
κ⃗h +

(
β Ah(t)− κ

)
ν⃗h − Y⃗ h, ξ⃗

〉h
Γh(t)

= 0 ∀ ξ⃗ ∈ V (Γh(t)) , (212b)〈
κ⃗h, η⃗

〉h
Γh(t)

+
〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γh(t)

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γh(t)) , (212c)

其中
Ah(t) =

〈
κ⃗h, ν⃗h

〉h
Γh(t)

−M0 . (212d)
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注意，由 (212b) 和 (19) 可知，在 Γh(t) 上有 κ⃗h +
(
β Ah(t)− κ

)
ω⃗h = Y⃗ h。当然，可

以从 (212) 中消去 κ⃗h。

下面对半离散格式 (212) 证明定理 134 的对应结论。

定理 143 设 (Gh
T , κ⃗

h, Y⃗ h) 是 (212) 的解，并设 κ⃗h ∈ V T (Gh
T )。则

d
dt E

h
κ,β(Γ

h(t)) = −
(∣∣∣V⃗h

∣∣∣h
Γh(t)

)2

≤ 0 . (213)

证明 仿照定理 134 的证明，对 (212c) 关于 t 求导，得到 (179)。在 (179) 中取
η⃗ = Y⃗ h，得到〈

∂◦,h
t κ⃗h, Y⃗ h

〉h
Γh(t)

+
〈
κ⃗h . Y⃗ h,∇s . V⃗h

〉h
Γh(t)

+
〈
∇s . V⃗h,∇s . Y⃗

h
〉
Γh(t)

+
〈
∇s V⃗h,∇s Y⃗

h
〉
Γh(t)

− 2
〈
Ds(V⃗h) ,∇s Y⃗

h
〉
Γh(t)

= 0 . (214)

将取 χ⃗ = V⃗h 时的 (212a) 与 (214) 合并，由引理 72 和 (212b) 得到

〈
V⃗h, V⃗h

〉h
Γh(t)

+
〈

1
2

∣∣κ⃗h − κ ν⃗h
∣∣2 + β Ah(t) κ⃗h . ν⃗h,∇s . V⃗h

〉h
Γh(t)

+
(
β Ah(t)− κ

) 〈
κ⃗h, ∂◦,h

t ν⃗h
〉h
Γh(t)

= −
〈
∂◦,h
t κ⃗h, Y⃗ h

〉h
Γh(t)

= −
〈
∂◦,h
t κ⃗h, κ⃗h +

(
β Ah(t)− κ

)
ν⃗h
〉h
Γh(t)

. (215)

再由 (215)、(211)、(16)、定理 70 和 (212d)，得到所需的 (213)。这里用到了

1
2

d
dt

(〈
κ⃗h, ν⃗h

〉h
Γh(t)

−M0

)2
= Ah(t)

[〈
∂◦,h
t κ⃗h, ν⃗h

〉h
Γh(t)

+
〈
κ⃗h, ∂◦,h

t ν⃗h
〉h
Γh(t)

+
〈
κ⃗h . ν⃗h,∇s . V⃗h

〉h
Γh(t)

]
.

下面给出半离散格式 (212) 的全离散形式。设闭多面体超曲面 Γ0 逼近 Γ(0)，并给
定 κ⃗0

Γ0 , Y⃗ 0
Γ0 ∈ V (Γ0) 和 A0 ∈ R。对于 m = 0, . . . ,M − 1，求 (X⃗m+1, κ⃗m+1, Y⃗ m+1) ∈

V (Γm)× V (Γm)× V (Γm)，使得

〈
X⃗m+1 − i⃗d

∆tm
, χ⃗

〉h

Γm

=
〈
∇s Y⃗

m+1,∇s χ⃗
〉
Γm

+
〈
∇s . Y⃗

m
Γm ,∇s . χ⃗

〉
Γm

− 2
〈
∇s Y⃗

m
Γm , Ds(χ⃗)

〉
Γm

+ (β Am − κ)
〈
κ⃗m
Γm , (∇s χ⃗)

⊺
ν⃗m
〉h
Γm
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−
〈

1
2 |κ⃗

m
Γm − κ ν⃗m|2 − κ⃗m

Γm .
(
Y⃗ m
Γm − β Am ν⃗m

)
,∇s . χ⃗

〉h
Γm

∀ χ⃗ ∈ V (Γm) , (216a)

κ⃗m+1 = Y⃗ m+1 − (β Am − κ) ω⃗m , (216b)〈
κ⃗m+1, η⃗

〉h
Γm +

〈
∇s X⃗

m+1,∇s η⃗
〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) (216c)

并置 Γm+1 = X⃗m+1(Γm)、Am+1 =
〈
κ⃗m+1, ν⃗m

〉
Γm −M0、⃗κm+1

Γm+1 = κ⃗m+1 ◦ (X⃗m+1)−1 ∈
V (Γm+1) 和 Y⃗ m+1

Γm+1 = Y⃗ m+1 ◦ (X⃗m+1)−1 ∈ V (Γm+1)。当然，可以从 (216) 中消去
κ⃗m+1。

定理 144 设 κ⃗m
Γm , Y⃗ m

Γm ∈ V (Γm) 和 Am ∈ R。则 (216) 有唯一解

(X⃗m+1, κ⃗m+1, Y⃗ m+1) ∈ V (Γm)× V (Γm)× V (Γm)

证明 稍加修改定理 139 的证明即可。

注记 145 (离散线性方程组) 仿照注记 141，(216) 在每个时间层需要求解的线性方程
组可写为：求 (Y⃗ m+1, κ⃗m+1, δX⃗m+1) ∈ (Rd)K × (Rd)K × (Rd)K，使得 AΓm 0 − 1

∆tm
MΓm

−MΓm MΓm 0

0 MΓm AΓm


 Y⃗ m+1

κ⃗m+1

δX⃗m+1

 =

 g⃗Γm

− (β Am − κ) MΓm ω⃗m

−AΓm X⃗m

 ,

这一方程组可用 UMFPACK 这样的稀疏直接法高效求解，参看Davis (2004)。

与注记 135(ii) 一样，半离散格式 (212) 及其全离散形式 (216) 都没有良好的网格
性质。为得到具有良好网格性质的格式，将半离散逼近 (196)、(194) 和 (193) 推广，以
考虑自发曲率和 ADE 效应。首先，将弱形式 (191)、(190) 和 (180) 推广至包含自发
曲率和 ADE 效应的情形。为此，将 Lagrange 泛函 (181) 推广为

Lκ,β(Γ(t),κ⋆, y⃗) = 1
2 〈κ

⋆ − κ,κ⋆ − κ〉Γ(t) +
1
2 β
(
〈κ⋆, 1〉Γ(t) −M0

)2
− 〈κ⋆ ν⃗, y⃗〉Γ(t) −

〈
∇s i⃗d,∇s y⃗

〉
Γ(t)

. (217)

同样，令变分
[

δ
δy⃗ Lκ,β

]
(η⃗) = 0，得到 (180)，但其中的 κ 换为 κ⋆，因而 κ⋆ = κ。令[

δ
δκ⋆ Lκ,β

]
(ξ) = 0，利用 κ⋆ = κ 和 (202)，得到

κ − κ = y⃗ . ν⃗ − β A(t) 在Γ(t) . (218)

最后，令变分
[

δ
δΓ Lκ,β

]
(χ⃗) = −

〈
V⃗ . ν⃗, χ⃗ . ν⃗

〉
Γ(t)
，利用 (185)、(186)、(188)以及 κ⋆ = κ，
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得到 〈
V⃗ . ν⃗, χ⃗ . ν⃗

〉
Γ(t)

= 〈∇s y⃗,∇s χ⃗− 2Ds(χ⃗)〉Γ(t) + 〈∇s . y⃗,∇s . χ⃗〉Γ(t)

−
〈
1
2 (κ − κ)2 − κ (y⃗ . ν⃗ − β A(t)) ,∇s . χ⃗

〉
Γ(t)

−
〈
κ y⃗, (∇s χ⃗)

⊺
ν⃗
〉
Γ(t)

∀ χ⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d . (219)

因此，得到如下弱形式。给定闭超曲面 Γ(0)，求演化超曲面 (Γ(t))t∈[0,T ] 及其整
体参数化和诱导速度场 V⃗，并求 κ ∈ L2(GT ) 和 y⃗ ∈ [L2(GT )]

d，使得对几乎处处的
t ∈ (0, T )，所求的 (V⃗(·, t),κ(·, t), y⃗(·, t)) ∈ [L2(Γ(t))]d × L2(Γ(t)) × [H1(Γ(t))]d 满足
(219)、(218) 和 (180)。

与注记 136 对应的结论对这一弱形式仍然成立。此外，可推广半离散有限元逼近
(196)、(194) 和 (193)，以逼近弱形式 (219)、(218) 和 (180)。注记 137 与定理 138 也
可推广至这一逼近。还可以施加体积与曲面面积约束，且仍能证明逼近的稳定性。

在 Barrett et al. (2016b) 中，我们考察了半离散逼近 (196)、(194) 和 (193) 的一
种推广，以及加入自发曲率和 ADE 效应后的相应推广；这种推广可以减少切向运动。
它以下述 Lagrange 泛函为基础：

L̂h
κ,β,θ(Γ

h(t), κ⃗h, Y⃗ h) = Eh
κ,β(Γ

h(t))−
〈
Qh

θ κ⃗
h, Y⃗ h

〉h
Γh(t)

−
〈
∇s i⃗d,∇s Y⃗

h
〉
Γh(t)

, (220)

其中 Y⃗ h(·, t) ∈ V (Γh(t)) 是对应于约束 κ⃗h(·, t) ∈ V (Γh(t)) 的 Lagrange 乘子，该约
束满足 〈

Qh
θ κ⃗

h, η⃗
〉h
Γh(t)

+
〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γh(t)

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γh(t)) . (221)

这里，对于给定的 θ ∈ [0, 1]，Qh
θ 是 (96) 的半离散形式，其中 ω⃗m 换为 ω⃗h，并假定假

设 64(ii) 成立。
对所有 η⃗ ∈ V (Γh(t)) 令

[
δ

δY⃗ h
L̂h
κ,β,θ

]
(η⃗) = 0，得到 (221)。对所有 ξ⃗ ∈ V (Γh(t))

令
[

δ
δκh L̂h

κ,β,θ

]
(ξ⃗) = 0，得到 κ⃗h + (β Ah(t) − κ) ω⃗h = π⃗Γh

[
Qh

θ Y⃗
h
]
，其中 Ah(t) 由

(212d) 给出。最后，对所有 χ⃗ ∈ V (Γh(t)) 令
[

δ
δΓh L̂h

κ,β,θ

]
(χ⃗) = −〈Qh

θ V⃗h, χ⃗〉hΓ(t)。若
θ = 1，所得格式化为半离散 Dziuk 格式 (212)。若 θ = 0，该格式化为 (196)、(194)
和 (193) 的一个变体，它考虑自发曲率和 ADE 效应，且仍满足定理 88(iii)。对于任意
θ ∈ (0, 1)，该格式介于这两个极端情形之间。此外，对于任意给定的 θ ∈ [0, 1]，这一
格式满足稳定性估计，它是定理 143 的推广，细节见 Barrett et al. (2016b, 定理 3.3)。
上述稳定性估计对加入体积与曲面面积约束的变体也成立。

注记 146 (带边界的曲面) 对于带边界的演化曲面，引理 142 可推广如下；这里仍用
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V = f 简记 (204)。由定理 32、引理 39(ii) 和定理 21，有

d
dt Eκ,β(Γ(t)) = −〈f,V〉Γ(t) +

∫
∂Γ(t)

(
1
2 (κ − κ)2 + β A(t)κ

)
V⃗ . µ⃗ dHd−2

−
∫

∂Γ(t)

V µ⃗ .∇s κ dHd−2 +

∫
∂Γ(t)

(κ − κ + β A(t)) µ⃗ .∇s V dHd−2 , (222)

其中 V⃗ 是演化超曲面的整体参数化所诱导的速度场，µ⃗(t) 表示 ∂Γ(t) 上的单位外余法
向量。因此，为使 (204) 仍为 Eκ,β(Γ(t)) 的 L2 梯度流，需要给定边界条件，使 (222)
中的边界项消失。具体可考虑如下几类边界条件。最简单的情形是保持边界固定，即
对所有 t ∈ (0, T ] 均有 ∂Γ(t) = ∂Γ(0)；这与 (43) 相同。由此，(222) 中的前两个边界项
消失。若在 ∂Γ(t) 上有 κ−κ+β A(t) = 0 或 µ⃗ .∇s V = 0，则第三个边界项也消失。对
所有 t ∈ (0, T ]，令 ∂Γ(t) = ∂Γ(0)，并在 ∂Γ(t) 上令 κ − κ + β A(t) = 0，称为 Navier
边界条件。对于给定的 ζ⃗ ∈ C(∂Γ(0), Sd−1)，对所有 t ∈ (0, T ]，令 ∂Γ(t) = ∂Γ(0)，并
在 ∂Γ(t) 上令 µ⃗(t) = ζ⃗，则称为夹持边界条件。容易证明，夹持边界条件蕴含在 ∂Γ(t)

上有 µ⃗ .∇s V = 0，从而 (222) 中的三个边界项全部消失。
第三类可用的边界条件称为自由边界条件。此时边界可以自由移动，施加

1
2 (κ − κ)2 + β A(t)κ = 0 , µ⃗ .∇s κ = 0 , κ − κ + β A(t) = 0 在 ∂Γ(t) .

后，(222) 中的三个边界项均消失。对于 d = 2 的情形，细节见Barrett et al. (2012b)；
对于 d = 3 的情形，细节见Barrett et al. (2017d)。后一篇论文的讨论容易推广至
d > 3。此外，在Barrett et al. (2017d) 中，作者还加入了边界能量 ςHd−2(∂Γ(t))，其
中 ς ∈ R≥0；当 d = 3 时，该能量称为线能量。该文也考虑了 Gauss 曲率效应，它通
过 Gauss–Bonnet 定理引入，参看定理 40。
对于 Navier 边界条件，容易修改有限元逼近 (208)、(167b)：将 (167b) 中的

V (Γm)换为 V D(Γ
m)，参看 (44)；将 (208)中的 V (Γm)换为 VD(Γ

m)，其中 V D(Γ
m) =

[VD(Γ
m)]d；并求 (X⃗m+1, κm+1) ∈ V (Γm)×V (Γm)，使得 X⃗m+1 − i⃗d|Γm ∈ V D(Γ

m) 且
κm+1 − (κ − β Am) ∈ VD(Γ

m)。对于夹持和自由边界条件，无法这样修改这一有限元
逼近。不过，基于 (217) 和 (220) 的方法均可适用于上述三类边界条件。关于后一种方
法的进一步细节，包括半离散格式的稳定性结论，仍参看Barrett et al. (2012b, 2017d)。
此外，我们在Barrett et al. (2018) 中将这一方法推广至两相生物膜梯度流的逼近。在
这种情形下，需要在超曲面上不同相之间的界面处满足特定的衔接条件，以取代边界
条件。最后，一个相关问题是曲线网络在弹性流下的演化，其中两条或多条曲线在连
接点相接。作者在Barrett et al. (2012c) 中考察了这一问题。
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9.5 其他数值方法
Rusu (2005) 首次引入了基于位置向量与平均曲率向量的 Willmore 流混合变分

形式，由此可以采用连续分片线性有限元逼近。Clarenz et al. (2004) 将这一方法推
广至带边界的曲面，并应用于曲面修复问题。亦参看 Deckelnick and Dziuk (2006);
Deckelnick and Schieweck (2010); Deckelnick et al. (2015)，这些文献在假定解充分光
滑的条件下，对以函数图形表示的 Willmore 流的半离散有限元逼近作了误差分析。

其他参数数值方法见 Dziuk et al. (2002); Mayer and Simonett (2002); Bobenko
and Schröder (2005); Bonito et al. (2010); Elliott and Stinner (2010, 2013); Bartels
et al. (2012); Bartezzaghi et al. (2019)。此外，Droske and Rumpf (2004) 研究了基于
水平集的数值方法，相场型方法则见 Du et al. (2005); Esedoḡlu et al. (2014); Bretin
et al. (2015)。



第十章 生物膜

本章讨论第 9 章中的曲率能量第一变分如何进入还涉及体区域中各量的演化律。
这与囊泡和生物膜的演化有关：膜的曲率能量会与膜周围的流体相互作用。生物膜是
脂质双分子层，它们形成内含流体的囊状结构，外部则被另一种可能不同的流体包围。
膜存在于多种生物系统中，因此，正确理解生物膜的形状及其演化是生命科学中十分
重要的问题。例如，红细胞的双凹形状就可作为第 9 章中曲率能量的稳态出现。

10.1 流体生物膜的动力学模型
下面引入 Arroyo and DeSimone (2009) 所提出模型的一种变体，它将曲率能量的

第一变分与体区域和曲面上的 (Navier–)Stokes 方程耦合。更准确地说，体区域中的
(Navier–)Stokes 系统与膜上的切向 (Navier–)Stokes 系统耦合。切向系统还包含曲面
不可压缩条件；即使流体速度使曲面发生较大形变，这一条件仍能使离散问题具有良
好的网格性质。

对于无边界的紧超曲面 Γ ⊂ Rd，其中 d ≥ 2，生物膜的一般化弹性能量为∫
Γ

1
2 α(κ − κ)2 + αG K dHd−1 + 1

2 αβ (〈κ, 1〉Γ −M0)
2 (223)

其中 α ∈ R>0 和 αG ∈ R 分别为弯曲刚度与 Gauss 弯曲刚度。同前，κ 为自发曲率，
它例如可由膜内的局部非均匀性产生；参数 β ∈ R≥0、M0 ∈ R则与面积差弹性（ADE）
模型有关，参看 §9.4。此外，K 为 Gauss 曲率。Nitsche (1993) 指出，对于形式为∫
Γ
q(κ1, . . . ,κd−1) dHd−1 的曲率能量，若 q 关于各主曲率至多为二次，且在其自变量
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的任意置换下不变，则最一般的形式为 q(κ1, . . . ,κd−1) =
1
2 ακ2+αG K+α1 κ+α2。取

α1 = −ακ 和 α2 = 1
2 ακ2，便得到 (223) 的第一项。若 αG 为常数，由 Gauss–Bonnet

定理，即定理 40，由于曲面没有边界，
∫
Γ
αG K dHd−1 在固定的拓扑类中为常数，因

此其第一变分总是为零。暂时置 αG = 0；只有在考虑非均匀膜或带边界的开膜时，才
须保留这一项，参看 Elliott and Stinner (2010); Barrett et al. (2017d,b, 2018)。因此，
以下取 αEκ,β(Γ(t)) 为演化生物膜的弹性能量，其中 Eκ,β(Γ(t)) 按 (201) 定义。
沿用 §2.4 的记号，假定两种流体分别占据区域 Ω−(t) 和 Ω+(t) = Ω \ Ω−(t)，且

Γ(t) = ∂Ω−(t)。以 ν⃗ 表示 Ω−(t) 在 Γ(t) 上的单位外法向量，参看 §2.4 的图 1。这里
Ω ⊂ Rd 为固定区域，且 d ≥ 2。与第 8 章一样，在这两个流体区域中要求不可压缩
Stokes 方程成立，并在 ∂Ω 上施加无滑移边界条件，即

−∇ . σ = 0⃗ , ∇ . u⃗ = 0 于Ω±(t), u⃗ = 0⃗ 在 ∂Ω (224)

其中应力张量 σ 按 (135) 定义。关于更一般的边界条件，仍参看注记 127(iv)。
生物膜的典型尺度使得以 Stokes 方程逼近 Navier–Stokes 方程十分准确，参看

Barrett et al. (2015c)。因此，下文仅考虑体区域中的 Stokes 系统；如何将以下讨论推
广至 Navier–Stokes 流，可参看 Barrett et al. (2016a, 2017c) 和第 8 章。

下面沿用并推广 Arroyo and DeSimone (2009) 的方法。该文利用源自 Scriven
(1960) 的界面流体动力学理论，建立了考虑囊泡和生物膜流体行为的演化律。事实上，
这种脂质双分子层膜可描述为二维曲面，脂质分子沿切向具有类似流体的行为，而由
弹性弯曲能量产生的弹性力则沿法向作用。关于流体界面的建模与分析，进一步细节
见 Slattery et al. (2007); Bothe and Prüss (2010)。本文只需指出：若界面与体区域之
间没有质量传递，并假定界面处内外流体满足无滑移条件，则自然应要求体区域速度
跨界面连续，并使界面随体区域速度移动。更多细节见 Barrett et al. (2015a, p. 1830)。

总之，自由曲面 Γ(t) 上应满足下列条件：

[u⃗]
+
− = 0⃗ 在Γ(t) , (225a)

ρΓ ∂
•
t u⃗−∇s . σΓ = [σ ν⃗]

+
− + α f⃗Γ 在Γ(t) , (225b)

∇s . u⃗ = 0 在Γ(t) , (225c)

V = u⃗ . ν⃗ 在Γ(t) , (225d)

其中 ρΓ ∈ R≥0 表示曲面物质的面密度，α ∈ R>0 是弯曲刚度，且 f⃗Γ = fΓ ν⃗。这里 fΓ

表示弯曲能量 Eκ,β 的负第一变分，参看 (201)，即

fΓ = −∆s κ − (κ − κ)|∇s ν⃗|2 + 1
2 (κ − κ)2 κ − β A(t)

(
|∇s ν⃗|2 − κ2

)
, (226)
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其中 κ 满足引理 13(ii)，而 A(t) = 〈κ, 1〉Γ(t) −M0，参看引理 142。此外，

∂•
t f = ∂t f + u⃗ .∇ f (227)

是关于流体速度 u⃗ 的物质时间导数。这一定义与注记 29(ii) 有关；这里的参数化 x⃗(·, t)
定义为满足

u⃗(x⃗(q⃗, t), t) = (∂t x⃗)(q⃗, t) ∀ (q⃗, t) ∈ Υ× [0, T ] , (228)

而不是按定义 25(ii) 给出，因而 x⃗(q⃗, t) 确实是物质点的轨迹。方程 (225c) 表示界面的
质量守恒，它对应于体区域中的标准不可压缩 (Navier–)Stokes 方程，参看 (224)。特
别地，它意味着膜是局部不可压缩的。为说明这一点，考察随流体速度 u⃗ 输运的曲面
片 σ(t) ⊂ Γ(t)，即 σ(t) = x⃗(σΥ, t)，其中 σΥ ⊂ Υ，且 x⃗ 满足 (228)。由输运定理，即
定理 32，可知

d
dt H

d−1(σ(t)) =

∫
σ(t)

∇s . V⃗ dHd−1 =

∫
σ(t)

∇s . u⃗ dHd−1 = 0 ,

亦参看 Arroyo and DeSimone (2009)。曲面上的动量平衡给出 (225b)，参看 Arroyo
and DeSimone (2009); Köhne and Lengeler (2018); Lengeler (2018)。这里曲面应力张
量定义为

σΓ = 2µΓ Ds(u⃗)− pΓ PΓ 在Γ(t) , (229)

其中 pΓ 为曲面压力，µΓ ∈ R>0 为曲面剪切黏度，PΓ 为到切空间的投影，Ds(u⃗) 为曲
面形变率张量，参看定义 5(vii)。张量 Ds(u⃗) 通过度量张量衡量长度和角度的变化率，
可与引理 30 比较。

最后，项 [σ ν⃗]
+
− 是体区域流体施加于曲面的力，参看 (12) 及其在注记 36 中向向

量值量的推广。当前考虑的总弯曲能量为 αEκ,β(Γ)，其中 Eκ,β 是 (201) 定义的无量
纲能量，α 是具有能量量纲的弯曲刚度。与 §8.1 一样，(225d) 表示界面随流体速度的
法向分量演化。

再给定 Γ(0) 的初始条件以及

ρΓ u⃗(·, 0) = ρΓ u⃗0 在Γ(0) ,

便得到封闭的系统 (224)、(225)。这里为简便起见，假定初始速度 u⃗0 : Ω → Rd 已给定。

引理 147 设 (GT , u⃗, p) 是 (224)、(225) 和 (226) 的充分光滑解。

(i) 有
d
dt |Γ(t)| = 0 .
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(ii) 有
d
dt L

d(Ω−(t)) = 0 .

(iii) 有

d
dt

[
αEκ,β(Γ(t)) +

1
2 ρΓ |u⃗|

2
Γ(t)

]
= −2µΓ 〈Ds(u⃗), Ds(u⃗)〉Γ(t) − 2 〈µD(u⃗), D(u⃗)〉 ≤ 0 .

证明 设 x⃗ 是 GT 的任意整体参数化，其诱导速度场为 V⃗。
(i) 将输运定理，即定理 32，与散度定理，即定理 21，应用于切向场 f⃗ = V⃗T 和

f⃗ = PΓ u⃗，得到

d
dt 〈1, 1〉Γ(t) =

〈
1,∇s . V⃗

〉
Γ(t)

=
〈
1,∇s .

(
V⃗ − V⃗T

)〉
Γ(t)

= 〈1,∇s . (V ν⃗)〉Γ(t)

= 〈1,∇s . ((u⃗ . ν⃗) ν⃗)〉Γ(t) = 〈1,∇s . (u⃗− PΓ u⃗)〉Γ(t)
= 〈1,∇s . u⃗〉Γ(t) = 0 , (230)

这正是所需结论。

(ii) 仿照注记 117(ii)，由输运定理，即定理 33，以及 Γ(t) 上的 V⃗ . ν⃗ = u⃗ . ν⃗ 和
Ω−(t) 中的 ∇ . u⃗ = 0，便得到结论。

(iii) 由引理 142、(226) 和 (225d) 得到

d
dt Eκ,β(Γ(t))

=
〈
∆s κ + (κ − κ) |∇s ν⃗|2 − 1

2 (κ − κ)2 κ + β A(t)
(
|∇s ν⃗|2 − κ2

)
,V
〉
Γ(t)

= −〈fΓ,V〉Γ(t) = −〈fΓ ν⃗, u⃗〉Γ(t) = −
〈
f⃗Γ, u⃗

〉
Γ(t)

. (231)

只须分析 (231) 的右端。为此，首先由引理 9(i)、(ii)，定义 5(viii)，引理 7(iii)，超曲
面上的散度定理（即定理 21）连同稠密性论证，以及注记 6(vi)，得到〈

pΓ,∇s . ξ⃗
〉
Γ(t)

=
〈
pΓ PΓ,∇s ξ⃗

〉
Γ(t)

=
〈
∇s .

(
pΓ PΓ ξ⃗

)
, 1
〉
Γ(t)

−
〈
∇s . (pΓ PΓ) , ξ⃗

〉
Γ(t)

= −
〈
∇s . (pΓ PΓ) , ξ⃗

〉
Γ(t)

∀ ξ⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d . (232)

于是，由 (232)、注记 22(iii) 连同稠密性论证，以及 (229)、(225b)、(138) 和 (224)，得
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到

ρΓ

〈
∂•
t u⃗, ξ⃗

〉
Γ(t)

+ 2µΓ

〈
Ds(u⃗), Ds(ξ⃗)

〉
Γ(t)

−
〈
pΓ,∇s . ξ⃗

〉
Γ(t)

=
〈
ρΓ ∂

•
t u⃗−∇s . σΓ, ξ⃗

〉
Γ(t)

=
〈
[σ ν⃗]

+
− , ξ⃗

〉
Γ(t)

+ α
〈
f⃗Γ, ξ⃗

〉
Γ(t)

= −2
(
µD(u⃗), D(ξ⃗)

)
+
(
p,∇ . ξ⃗

)
+ α

〈
f⃗Γ, ξ⃗

〉
Γ(t)

∀ ξ⃗ ∈ VΓ(t) , (233)

其中
VΓ(t) =

{
ξ⃗ ∈ [H1

0 (Ω)]
d : PΓ ξ⃗|Γ(t)

∈ [H1(Γ(t))]d
}
. (234)

由引理 14(i)、(iii) 连同稠密性论证，以及关于 Ω−(t) 的迹定理可知，对于 ξ⃗ ∈ VΓ(t)，
(233) 中的所有项均有定义。将 (231) 与取 ξ⃗ = u⃗ 时的 (233) 合并，利用 (224) 和
(225c)，得到

α
d
dt Eκ,β(Γ(t)) + ρΓ 〈∂•

t u⃗, u⃗〉Γ(t)

= −2µΓ 〈Ds(u⃗), Ds(u⃗)〉Γ(t) − 2 (µD(u⃗), D(u⃗)) . (235)

其次，仿照 (230)，由 (227)、注记 29(ii)、(225d)、注记 8(iii)、定理 21、引理 7(i)、
(225c) 和定理 32，得到

〈∂•
t u⃗, u⃗〉Γ(t) = 〈∂◦

t u⃗, u⃗〉Γ(t) +
〈[(

u⃗− V⃗
)
.∇
]
u⃗, u⃗

〉
Γ(t)

= 1
2

〈
∂◦
t |u⃗|

2
, 1
〉
Γ(t)

+
〈[

PΓ

(
u⃗− V⃗

)
.∇s

]
u⃗, u⃗

〉
Γ(t)

= 1
2

〈
∂◦
t |u⃗|

2
, 1
〉
Γ(t)

− 1
2

〈
∇s .

[
PΓ

(
u⃗− V⃗

)]
, |u⃗|2

〉
Γ(t)

= 1
2

〈
∂◦
t |u⃗|

2
, 1
〉
Γ(t)

− 1
2

〈
∇s .

(
u⃗− V⃗

)
, |u⃗|2

〉
Γ(t)

= 1
2

d
dt

〈
|u⃗|2 , 1

〉
Γ(t)

.

再与 (235) 合并，即得所需结论。

特别地，引理 147(i)、(ii) 的守恒性质，分别由 Γ(t) 上的连续性方程 ∇s . u⃗ = 0 以
及 Ω±(t) 中的连续性方程 ∇ . u⃗ = 0 得到。因此，与例如 §9.4 的情形不同，这里不需
要为曲面面积和所围体积施加额外的附加约束。
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10.2 生物膜动力学的弱形式
对于 §10.1 中的模型，最自然的弱形式采用流体的切向速度来推进 Γ(t)，从而将

(225d) 换为 Γ(t) 上的 V⃗ = u⃗。这与 §8.1.4 中处理两相 Stokes 流的做法相同。然而，与
该节的情形不同，Γ(t) 上的连续性方程 ∇s . u⃗ = 0 会使基于这一自然弱形式的离散具
有良好的网格性质。

由 (233)，得到系统 (224)、(225)和 (226)的如下弱形式。给定闭超曲面 Γ(0)，并在
ρΓ > 0 时给定 u⃗0 ∈ [H1

0 (Ω)]
d，求演化超曲面 (Γ(t))t∈[0,T ] 及其整体参数化和诱导速度

场 V⃗，并求 κ⃗ ∈ [L2(GT )]
d、pΓ ∈ L2(GT )、f⃗Γ ∈ [L2(GT )]

d，以及满足 u⃗|GT
∈ [H1(GT )]

d

和 ρΓ u⃗(·, 0)|Γ(0)
= ρΓ (u⃗0)|Γ(0)

的 u⃗ : Ω × [0, T ] → Rd，再求 p : Ω × [0, T ] → R，
使得对几乎处处的 t ∈ (0, T )，所求的 (V⃗(·, t), κ⃗(·, t), pΓ(·, t), f⃗Γ(·, t), u⃗(·, t), p(·, t)) ∈
[L2(Γ(t))]d × [H1(Γ(t))]d × L2(Γ(t))× [L2(Γ(t))]d × VΓ(t) × L2(Ω) 满足

2
(
µD(u⃗), D(ξ⃗)

)
−
(
p,∇ . ξ⃗

)
+ ρΓ

〈
∂•
t u⃗, ξ⃗

〉
Γ(t)

+ 2µΓ

〈
Ds(u⃗), Ds(ξ⃗)

〉
Γ(t)

−
〈
pΓ,∇s . ξ⃗

〉
Γ(t)

= α
〈
f⃗Γ, ξ⃗

〉
Γ(t)

∀ ξ⃗ ∈ VΓ(t) , (236a)

(∇ . u⃗, φ) = 0 ∀ φ ∈ L2(Ω) , (236b)

〈∇s . u⃗, η〉Γ(t) = 0 ∀ η ∈ L2(Γ(t)) , (236c)〈
V⃗, χ⃗

〉
Γ(t)

= 〈u⃗, χ⃗〉Γ(t) ∀ χ⃗ ∈ [L2(Γ(t))]d , (236d)

〈κ⃗, η⃗〉Γ(t) +
〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γ(t)

= 0 ∀ η⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d , (236e)

同时还须满足确定 f⃗Γ 的方程。在最简单的 κ = β = 0 情形下，由引理 131 和 (174a)，
置 〈

f⃗Γ, χ⃗
〉
Γ(t)

= 〈∇s κ⃗,∇s χ⃗− 2Ds(χ⃗)〉Γ(t) + 〈∇s . κ⃗,∇s . χ⃗〉Γ(t)

+ 1
2

〈
|κ⃗|2,∇s . χ⃗

〉
Γ(t)

∀ χ⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d . (236f)

在 κ 或 β 非零的一般情形下，采用 (210)。此时以如下条件代替 (236f)：还须存在
y⃗ ∈ [L2(GT )]

d，使得对几乎处处的 t ∈ (0, T )，有 y⃗(·, t) ∈ [H1(Γ(t))]d，且〈
f⃗Γ, χ⃗

〉
Γ(t)

= 〈∇s y⃗,∇s χ⃗− 2Ds(χ⃗)〉Γ(t) + 〈∇s . y⃗,∇s . χ⃗〉Γ(t)

−
〈
1
2 |κ⃗ − κ ν⃗|2 − κ⃗ . (y⃗ − β A(t) ν⃗) ,∇s . χ⃗

〉
Γ(t)

+ (β A(t)− κ)
〈
κ⃗, (∇s χ⃗)

⊺
ν⃗
〉
Γ(t)

∀ χ⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d , (237a)
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〈
κ⃗ + (β A(t)− κ) ν⃗ − y⃗, ξ⃗

〉
Γ(t)

= 0 ∀ ξ⃗ ∈ [H1(Γ(t))]d , (237b)

其中 A(t) 由 (210d) 定义。
下面说明：若 Γ(t) 的连通分支均不是球面，则曲面压力唯一，而体区域压力在相

差一个加法常数的意义下唯一。图 1 给出了 Γ(t) 只有一个连通分支的特殊情形。假
设 (236) 有两个只在压力上不同的解，其中一个解的压力对为 (p1, pΓ,1)，另一个为
(p2, pΓ,2)。置 p̄ = p1 − p2 和 p̄Γ = pΓ,1 − pΓ,2，则(

p̄,∇ . ξ⃗
)
+
〈
p̄Γ,∇s . ξ⃗

〉
Γ(t)

= 0 ∀ ξ⃗ ∈ [H1
0 (Ω)]

d ,

首先可知，p̄ 在 Ω±(t) 的各连通分支上分别等于某个常数 p̄±。应用体区域 Ω±(t) 中的
散度定理、引理 7(i)，以及 Γ(t) 上的散度定理（即定理 21），得到

∇s p̄Γ + κ p̄Γ ν⃗ = − [p̄ ν⃗]
+
− 在 Γ(t) .

由于 ∇s p̄Γ 是切向的，便有 ∇s p̄Γ = 0⃗，从而 p̄Γ 在 Γ(t) 的每个连通分支上为常数。此
外，在 Γ(t) 上有 κ p̄Γ = −[p̄]+−。若 κ 在 Γ(t) 的某个连通分支上不是常数，而该分支
不是球面时正是如此，则在此分支上有 p̄Γ = [p̄]+− = 0，因而对于 Ω±(t) 的相应连通分
支，有 p̄+ = p̄−。对 Γ(t) 的所有连通分支重复这一论证可知：若 Γ(t) 的连通分支均
不是球面，则 pΓ 在 Γ(t) 上唯一，p 在 Ω 中则在相差一个加法常数的意义下唯一。但
是，若 κ 在 Γ(t) 的某个连通分支上为常数，即 Γ(t) 的该分支是球面，则该分支上的
pΓ 仅在相差一个加法常数的意义下唯一。

根据上述讨论，提出如下 LBB 型条件。若 Γ(t) 和 ∂Ω 充分光滑，并且 Γ(t) 没有
球面连通分支，则存在常数 C ∈ R>0，使得

inf
(φ,η)∈P̂×L2(Γ(t))

sup
ξ⃗∈VΓ(t)

(
φ,∇ . ξ⃗

)
+
〈
η,∇s . ξ⃗

〉
Γ(t)(

|φ|Ω + |η|Γ(t)
)(∥∥∥ξ⃗∥∥∥

1,Ω
+
∥∥∥PΓ ξ⃗|Γ(t)

∥∥∥
1,Γ(t)

) ≥ C > 0 . (238)

这里沿用 (234)，以及 (143)中空间 P̂和 H1 范数 ‖ · ‖1,Ω 的定义。此外，以 ‖ · ‖21,Γ(t) =
| · |2Γ(t) + |∇s · |2Γ(t) 定义 Γ(t) 上的 H1 范数。LBB 型条件 (238) 可由 Lengeler (2015)
中的压力重构结论推出。
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10.3 半离散有限元逼近
下面引入弱形式 (236) 的有限元版本。前文已讨论过，Γh(t) 的离散切向速度的选

择十分重要。一般而言，若采用沿离散法向的速度，网格质量会恶化。对于许多两相
流问题，采用周围流体运动所诱导的切向速度，同样会使网格质量变差。不过，在当
前问题中，由于逼近了局部面积守恒性质，即 Γ(t) 上的 ∇s . u⃗ = 0，即使取 V⃗ = u⃗，网
格质量在整个演化过程中通常仍会保持良好。

沿用 §8.1.2 中半离散有限元空间的定义，特别是空间 (155)。此外，定义空间

Uh
Γh =

{
ϕ⃗ ∈ H1(0, T ;Uh) :

∃ χ⃗ ∈ V T (Gh
T ) 其中 χ⃗(·, t) = π⃗Γh

[
ϕ⃗|

Γh(t)

]
∀ t ∈ [0, T ]

}
.

由此得到 (236) 的如下时间连续半离散有限元逼近。先给出 κ = β = 0 时较简单的情
形，为此沿用格式 (178)。

给定闭多面体超曲面 Γh(0)，求演化多面体超曲面 Gh
T 及其诱导速度 V⃗h ∈ V (Gh

T )，
并求 κ⃗h ∈ V (Gh

T )、U⃗h ∈ Uh
Γh、Ph ∈ P̂h

T、Ph
Γ ∈ V (Gh

T ) 和 F⃗h
Γ ∈ V (Gh

T )，使得对所有
t ∈ (0, T ]，所求的 (U⃗h(·, t), P h(·, t), P h

Γ (·, t), V⃗h(·, t), κ⃗h(·, t), F⃗h
Γ (·, t)) ∈ Uh × P̂h(t) ×

V (Γh(t))× V (Γh(t))× V (Γh(t))× V (Γh(t)) 满足

2
(
µh D(U⃗h), D(ξ⃗)

)
−
(
Ph,∇ . ξ⃗

)
+ ρΓ

〈
∂◦,h
t π⃗Γh U⃗h, ξ⃗

〉h
Γh(t)

+ 2µΓ

〈
Ds(π⃗Γh U⃗h), Ds(π⃗Γh ξ⃗)

〉
Γh(t)

−
〈
Ph
Γ ,∇s . (π⃗Γh ξ⃗)

〉
Γh(t)

= α
〈
F⃗h
Γ , ξ⃗

〉h
Γh(t)

∀ ξ⃗ ∈ Uh , (239a)(
∇ . U⃗h, φ

)
= 0 ∀ φ ∈ P̂h(t) , (239b)〈

∇s . (π⃗Γh U⃗h), η
〉
Γh(t)

= 0 ∀ η ∈ V (Γh(t)) , (239c)〈
V⃗h, χ⃗

〉h
Γh(t)

=
〈
U⃗h, χ⃗

〉h
Γh(t)

∀ χ⃗ ∈ V (Γh(t)) , (239d)〈
κ⃗h, η⃗

〉h
Γh(t)

+
〈
∇s i⃗d,∇s η⃗

〉
Γh(t)

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γh(t)) , (239e)〈
F⃗h
Γ , χ⃗

〉h
Γh(t)

=
〈
∇s κ⃗

h,∇s χ⃗− 2Ds(χ⃗)
〉
Γh(t)

+
〈
∇s . κ⃗

h,∇s . χ⃗
〉
Γh(t)

+ 1
2

〈
|κ⃗h|2,∇s . χ⃗

〉h
Γh(t)

∀ χ⃗ ∈ V (Γh(t)) . (239f)

这一半离散逼近具有下述稳定性与守恒性质。
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定 理 148 设 (Gh
T , U⃗

h, P h, P h
Γ , κ⃗

h, F⃗h
Γ ) 是 (239) 的 解， 并 设

κ⃗h ∈ V T (Gh
T )。则

1
2

d
dt

(
ρΓ

(∣∣∣U⃗h
∣∣∣h
Γh(t)

)2

+ α
(∣∣κ⃗h

∣∣h
Γh(t)

)2)
+ 2

(
µh D(U⃗h), D(U⃗h)

)
+ 2µΓ

〈
Ds(π⃗Γh U⃗h), Ds(π⃗Γh U⃗h)

〉
Γh(t)

= 0 . (240)

此外，
d
dt

〈
ϕ
Γh(t)
k , 1

〉
Γh(t)

= 0 , k = 1, . . . ,K , (241)

从而
d
dt
∣∣Γh(t)

∣∣ = 0 . (242)

证明 在 (239a) 中取 ξ⃗ = U⃗h(·, t)，在 (239b) 中取 φ = Ph(·, t)，并在 (239c) 中取
η = Ph

Γ (·, t)，得到

2
(
µh D(U⃗h), D(U⃗h)

)
+ ρΓ

〈
∂◦,h
t π⃗Γh U⃗h, U⃗h

〉h
Γh(t)

+ 2µΓ

〈
Ds(π⃗Γh U⃗h), Ds(π⃗Γh U⃗h)

〉
Γh(t)

= α
〈
F⃗h
Γ , U⃗

h
〉h
Γh(t)

. (243)

此外，仿照定理 134 的证明，对 (239e) 和 (239f) 作同样的论证，参看 (178)，得到

1
2

d
dt

(∣∣κ⃗h
∣∣h
Γh(t)

)2
= −

〈
F⃗h
Γ , V⃗h

〉h
Γh(t)

= −
〈
F⃗h
Γ , U⃗

h
〉h
Γh(t)

, (244)

其中最后一个等号由在 (239d) 中取 χ⃗ = F⃗h
Γ (·, t) 得到。此外，由 (239d) 可知

V⃗h(·, t) = π⃗Γh

[
U⃗h
|
Γh(t)

]
. (245)

利用这一点、定理 70(ii)，以及取 η = πΓh

[∣∣∣U⃗h
|
Γh(t)

∣∣∣2] 时的 (239c)，得到

1
2

d
dt

〈
U⃗h, U⃗h

〉h
Γh(t)

= 1
2

〈
∂◦,h
t π⃗Γh

[∣∣∣U⃗h
∣∣∣2] , 1〉h

Γh(t)

+ 1
2

〈
∇s . V⃗h,

∣∣∣U⃗h
∣∣∣2〉h

Γh(t)

=
〈
∂◦,h
t π⃗Γh U⃗h, U⃗h

〉h
Γh(t)

+ 1
2

〈
∇s . (π⃗Γh U⃗h),

∣∣∣U⃗h
∣∣∣2〉h

Γh(t)

=
〈
∂◦,h
t π⃗Γh U⃗h, U⃗h

〉h
Γh(t)

. (246)

将 (243)、(244) 和 (246) 合并，即得 (240)。
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与 (240)类似，由定理 70(ii)、注记 69(i)、(245)，以及在 (239c)中取 η = ϕ
Γh(t)
k ，可

直接得到恒等式 (241)。最后，将对应于 k = 1, . . . ,K 的 (241)相加，便得到 (242)。

注记 149 (自发曲率与 ADE效应) 若 κ 或 β 非零，则将半离散逼近 (239) 中的 (239f)
换为 〈

κ⃗h +
(
β Ah(t)− κ

)
ν⃗h − Y⃗ h, ξ⃗

〉h
Γh(t)

= 0 ∀ ξ⃗ ∈ V (Γh(t)) , (247a)〈
F⃗h
Γ , χ⃗

〉h
Γh(t)

=
〈
∇s Y⃗

h,∇s χ⃗− 2Ds(χ⃗)
〉
Γh(t)

+
〈
∇s . Y⃗

h,∇s . χ⃗
〉
Γh(t)

−
〈

1
2

∣∣κ⃗h − κ ν⃗h
∣∣2 − κ⃗h .

(
Y⃗ h − β Ah(t) ν⃗h

)
,∇s . χ⃗

〉h
Γh(t)

+
(
β Ah(t)− κ

) 〈
κ⃗h, (∇s χ⃗)

⊺
ν⃗h
〉h
Γh(t)

∀ χ⃗ ∈ V (Γh(t)) , (247b)

Ah(t) =
〈
κ⃗h, ν⃗h

〉h
Γh(t)

−M0 , (247c)

并另求 Y⃗ h ∈ V (Gh
T )。这里沿用 (212)。结合定理 148 和定理 143 的证明，可对系

统 (239a–e)、(247) 证明定理 148 中的对应稳定性结论，只须将 1
2

(∣∣κ⃗h
∣∣h
Γh(t)

)2
换为

Eh
κ,β(Γ

h(t))；亦参看Barrett et al. (2017c, 定理 4.2)。

注记 150

(i) §8.1.4 中引入的虚拟元方法可用于半离散逼近 (239) 及其推广 (239a–e)、(247)。
此时除 d

dt
∣∣Γh(t)

∣∣ = 0 外，还得到

d
dtL

d(Ωh
−(t)) = 0 ,

因此，所得逼近同时保持曲面面积和所围体积，并满足能量恒等式。
(ii) 恒等式 (241) 保证 Γh(t) 上每个基函数的支集测度不变。在二维空间中，若单元

数或顶点数 J = K 为奇数，则这等价于每个单元的长度保持不变。特别地，若
Γh(0) 等分布，则 Γh(t) 在整个演化过程中均保持等分布。稍加修改 (239) 后，
可证明 Γh(t) 上每个单元的测度保持不变，即对于任意 J ≥ 2 和 d ≥ 2，都有
d
dt H

d−1 (σj(t)) = 0、j = 1, . . . , J，从而也有 (242)。为此，只须将 (239) 中的
V (Γh(t)) 换为 Vc(Γ

h(t))，参看定义 43(ii)；也就是说，对 Ph
Γ (·, t) 的试探空间，

以及 (239c) 中的测试空间，均采用分片常数函数。不过，当 d ≥ 3 时，这一约束
可能过强；关于 d = 3 时的进一步细节，参看Barrett et al. (2016a, 注记 4.1)。

(iii) 逼近 (239) 及其推广 (239a–e)、(247)，均采用曲面速度与曲面压力的连续分片
线性逼近，因此不大可能满足具有与网格参数无关的常数 C 的离散 LBB 条件
(238)。事实上，实际计算中可能出现曲面压力逼近的振荡，参看Barrett et al.
(2016a, Fig. 5)。对此，可在曲面上采用体区域速度的连续分片二次插值，以得到
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性质更好的曲面压力逼近。不过，对于这样修正后的 (239) 和 (239a–e)、(247)，
虽然在 ρΓ = 0 时仍可证明 (240) 及其推广，却无法再证明 (241) 和 (242)。在实
际计算中，这可能使 d = 3 时的曲面面积守恒较差，进一步细节见Barrett et al.
(2016a, 注记 4.1)。

最后，给出 (239)的全离散对应。设闭多面体超曲面 Γ0逼近 Γ(0)，并设 κ⃗0
Γ0 ∈ V (Γ0)

逼近其平均曲率向量。若 ρΓ > 0，则设 U⃗0
Γ0 ∈ V (Γ0) 逼近 (u⃗0)|Γ0

。沿用时间区间分
划 (40)。对于 m = 0, . . . ,M − 1，求 U⃗m+1 ∈ Um、Pm+1 ∈ P̂m、Pm+1

Γ ∈ V (Γm)、
X⃗m+1 ∈ V (Γm)、κ⃗m+1 ∈ V (Γm) 和 F⃗m+1

Γ ∈ V (Γm)，使得

2
(
µm D(U⃗m+1), D(ξ⃗)

)
−
(
Pm+1,∇ . ξ⃗

)
+ ρΓ

〈
U⃗m+1 − U⃗m

Γm

∆tm
, ξ⃗

〉h

Γm

+ 2µΓ

〈
Ds(π⃗Γm U⃗m+1), Ds(π⃗Γm ξ⃗)

〉
Γm

−
〈
Pm+1
Γ ,∇s . (π⃗Γm ξ⃗)

〉
Γm

= α
〈
F⃗m+1
Γ , ξ⃗

〉h
Γm

∀ ξ⃗ ∈ Um , (248a)(
∇ . U⃗m+1, φ

)
= 0 ∀ φ ∈ P̂m , (248b)〈

∇s . (π⃗Γm U⃗m+1), η
〉
Γm

= 0 ∀ η ∈ V (Γm) , (248c)〈
X⃗m+1 − i⃗d

∆tm
, χ⃗

〉h

Γm

=
〈
U⃗m+1, χ⃗

〉h
Γm

∀ χ⃗ ∈ V (Γm) , (248d)

〈
κ⃗m+1, η⃗

〉h
Γm +

〈
∇s X⃗

m+1,∇s η⃗
〉
Γm

= 0 ∀ η⃗ ∈ V (Γm) , (248e)〈
F⃗m+1
Γ , χ⃗

〉h
Γm

=
〈
∇s κ⃗

m+1,∇s χ⃗
〉
Γm + 〈∇s . κ⃗

m
Γm ,∇s . χ⃗〉Γm

+ 1
2

〈
|κm

Γm |2 ,∇s . χ⃗
〉h
Γm

− 2 〈∇s κ⃗
m
Γm , Ds(χ⃗)〉Γm ∀ χ⃗ ∈ V (Γm) , (248f)

并置 Γm+1 = X⃗m+1(Γm)、κ⃗m+1
Γm+1 = κ⃗m+1 ◦ (X⃗m+1)−1 ∈ V (Γm+1) 以及 U⃗m+1

Γm+1 =

π⃗Γm

[
U⃗m+1
|Γm

]
◦ (X⃗m+1)−1 ∈ V (Γm+1)。

当 κ 和 β 中一个或两个非零时，也可作类似处理。此外，利用 §8.2 的方法，上
述逼近还可推广至体区域流动为 Navier–Stokes 流的情形。注记 150(i) 中方法的全离
散对应，在实际计算中也能保证良好的体积守恒。更多细节见 Barrett et al. (2016a,
2017c)。进一步，若假定离散 LBB 条件 (238) 成立，则可证明 (248)、(239a–e) 与
(247) 的相应全离散逼近，以及以上讨论的各推广形式，都存在唯一解。所需的方法见
Barrett et al. (2016a, 定理 5.1) 和 Barrett et al. (2017c, 定理 5.1) 的证明。最后，由
(248) 及其推广产生的线性方程组，可结合注记 122 和注记 145 中的方法，用 Schur
补方法求解。更多细节见 Barrett et al. (2016a, §6) 和 Barrett et al. (2017c, §6)。

图 7 展示了将格式 (248) 推广至体区域 Navier–Stokes 流后的一个数值模拟。区
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图 7: Barrett et al. (2016a, Fig. 12) 中数值实验的可视化结果。各快照对应于时刻
t = 0, 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3, 4。

域 Ω 具有狭窄部位，所选边界条件模拟 Poiseuille 型流动。

10.4 两相生物膜
也可以考察两相生物膜。此时可引入序参量 c，它在两个不同的相中分别取值 ±1，

并与膜内某种化学组分的组成有关。在曲面上采用相场模型，通过 Ginzburg–Landau
泛函逼近界面能量：

ς

∫
Γ

1
2 ε |∇s c|2 + ε−1 Ψ(c) dHd−1 .

这里 Ψ 为双阱势，ς > 0 与膜上两相之间的界面张力有关；在 d = 3 这一特殊情形下，
该张力通常称为线张力。参数 ε > 0 则与两相之间弥散层的界面厚度有关。

在不同的相中，α、κ 和 αG 取不同的值，可与 (223) 比较。将这些值插值，得到
函数 α(c) > 0、κ(c) 和 αG(c)。不考虑 ADE 效应时，总能量因而具有如下形式：

E(Γ, c) =

∫
Γ

b(κ, c) + αG(c)K + ς bGL(c) dHd−1 , (249)

其中
b(κ, c) = 1

2 α(c) (κ − κ(c))2 和 bGL(c) =
1
2 ε |∇s c|2 + ε−1 Ψ(c) .

作者在 Barrett et al. (2017b) 中将流体生物膜的动力学模型推广至不考虑 ADE 效应
的两相情形。这里给出若干基本要点。此时须为膜上的组分浓度 c 引入适当的演化律。
为此，考虑 Γ(t) 上的如下 Cahn–Hilliard 动力学：

ϑ∂•
t c = ∆s m , m = −ς ε∆s c+ ς ε−1 Ψ′(c) + (∂c b)(κ, c) + (αG)′(c)K ,

其中 ∂•
t 是 (227) 定义的物质时间导数，m 表示化学势，ϑ ∈ R>0 是动力学系数。注意，
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m = δ
δc E(Γ, c) 是总能量关于 c 的第一变分。此外，还须修改 (225b) 中的力 f⃗Γ，以计

入浓度 c 的影响。推广后的力由能量 (249) 关于 Γ 的负第一变分给出，即

f⃗Γ = − δ

δΓ
E(Γ, c)

=
[
−∆s [α(c) (κ − κ(c))]− α(c) (κ − κ(c)) |∇s ν⃗|2 + b(κ, c)κ

−∇s . ([κ Id +∇s ν⃗]∇s α
G(c))

]
ν⃗ +

[
(∂c b)(κ, c) + (αG)′(c)K

]
∇s c

+ ς [bGL(c)κ ν⃗ +∇s bGL(c)− ε∇s . ((∇s c)⊗ (∇s c))] ,

其中
(∂c b)(κ, c) = 1

2 α
′(c) (κ − κ(c))2 − α(c) (κ − κ(c))κ′(c) .

能量密度不依赖组分浓度时没有这种情形；现在 f⃗Γ具有切向贡献，因而产生Marangoni
型效应。将这些方程与 (224) 和 (225) 耦合，便得到完整系统。Barrett et al. (2017b)
推导了该系统的稳定半离散形式，并给出若干数值计算，展示两个不同相的出现如何
影响膜的演化。

10.5 其他数值方法
下面列举在囊泡与膜的演化中考虑局部不可压缩性或流体效应的其他工作。Bonito

et al. (2011) 研究了一个流体与膜耦合的系统，其中 Willmore 能量产生的力作用于内
部流动。关于膜的局部不可压缩条件，Salac and Miksis (2011); Laadhari et al. (2014);
Gera and Salac (2018) 在水平集方法中加以处理，Jamet and Misbah (2007); Aland
et al. (2014) 采用相场方法，Hu et al. (2014); Heintz (2015) 则采用浸入边界法。此外，
Rahimi and Arroyo (2012); Rodrigues et al. (2015) 给出了只采用曲面 Stokes 系统、不
考虑体区域流体运动的数值结果，其中体积守恒由整体 Lagrange 乘子保证。Arroyo
et al. (2010) 在流体膜的演化中同时考虑曲面与体区域的黏性效应，其数值结果限于轴
对称情形。
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Γh , 30
|Γ|γ , 71
|·|Γ, 30
|·|h

Γh , 31
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β, 72, 120

c, 140

Ds, 5
∆s, 5
∆Γh

s , 37
∆tm, 46
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gij , g
ij , g, 7

Γ, 3
Γ(t), 16
Γh, 29
Γm, 47
Gℓ, 74
G̃ℓ, 74
GT , 16
Gh
T , 40

γ, 71
γ′, 71
γ∗, 73

Hn, 13

II, 8

κ, 8
κ⃗, 8
κγ , 71
κ, 120
κ, 38, 83
κ⃗h, 37
K, 8

λ, 121
Ln, 13

µ⃗, 14
µ, 121
µ±, 93
µΓ, 130
MΓm , 48
M0, 120
m, 140

∇s, 4
∇s . , 4
∇2
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∇G̃ℓ
s , 75

Np⃗Γ, 3
ν⃗, 5
ν⃗h, 31
N⃗Γm , 48
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∂◦
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∂□
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∂•
t , 131

πΓh , 30
PΓ, 5
Pm, 96
ϕΓh
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q⃗k, 30
Qm

θ , 68

ρ±, 93
ρΓ, 130

σj , 30
Sm, 83
σ, 94
σΓ, 131

Tp⃗Γ, 3

u⃗, 93
U , 83
Um, 96
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V (Γh), 30
V (Γh), 30
Vc(Γh), 30
V h(I), V h(I), 32

Wp⃗, 8

x⃗, 17
X⃗, 38, 83
X⃗m+1, 47
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B
半离散 (semidiscrete), 51, 61, 79, 85, 99, 110,

136
表面扩散 (surface diffusion), 59, 72
表面能 (surface energy), 1, 71, 85
表面张力 (surface tension), 93
不动点型迭代 (fixed-point iteration), 79
不可压缩 (incompressible), 93, 129

C
Cahn–Hilliard 动力学 (Cahn–Hilliard

dynamics), 140
Cahn–Hoffmann 向量 (Cahn–Hoffmann vector),

72
参数有限元 (parametric finite elements), 1, 29,

54, 69, 93
超曲面 (hypersurface), 3, 29, 45, 59, 71, 81, 93,

109, 129
存在唯一性 (existence and uniqueness), 50, 60,

77, 88

D
等分布 (equidistribution), 37, 54, 65, 79, 99, 138
等周问题 (isoperimetric problem), 72
DeTurck 技巧 (DeTurck trick), 58
第二基本形式 (second fundamental form), 8
顶点法向量 (vertex normal), 32, 49
动力学系数 (kinetic coefficient), 72, 86, 140
多边形曲线 (polygonal curve), 29
多面体曲面 (polyhedral surface), 29, 51, 62, 96

F
法空间 (normal space), 4
方向导数 (directional derivative), 4
法向速度 (normal velocity), 16, 45

非拟合有限元 (unfitted finite elements), 1, 89,
96

分部积分 (integration by parts), 14
分片线性 (piecewise linear), 30, 48, 69, 76, 128,

138
Frank 图 (Frank diagram), 73

G

Gauss–Bonnet 定理 (Gauss–Bonnet theorem),
27, 127, 130

Gauss–Green 公式 (Gauss–Green formula), 15
Gauss 曲率 (Gauss curvature), 9, 127, 129
各向异性 (anisotropy), 58, 71, 85
Gibbs–Thomson 律 (Gibbs–Thomson law), 85
共形多面体曲面 (conformal polyhedral surface),

52, 62, 101
共轭梯度 (conjugate gradient), 49, 79, 85

H

Hausdorff 测度 (Hausdorff measure), 14
Helfrich 流 (Helfrich flow), 121

J

加权平均曲率 (weighted mean curvature), 72
接触角 (contact angle), 47
晶体型表面能 (crystalline surface energy), 73
局部参数化 (local parameterization), 3
均分 (equipartition), 51

K

可定向 (orientable), 4, 31, 46, 71, 109
扩展有限元 (extended finite elements (XFEM)),

101
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L
Lagrange 乘子 (Lagrange multiplier), 104, 114,

141
Laplace–Beltrami 算子 (Laplace–Beltrami

operator), 5, 37, 73
LBB 条件 (LBB condition), 96, 138
两相流 (two-phase flow), 1, 93, 136
流体膜 (fluidic membrane), 141

M
面积差弹性 (area difference elasticity), 120, 129
Mullins–Sekerka 问题 (Mullins–Sekerka

problem), 81

N
Navier–Stokes 流 (Navier–Stokes flow), 104, 130
能量耗散 (energy dissipation), 51
凝固 (solidification), 1, 91

P
平均曲率 (mean curvature), 1, 8, 37, 45, 63, 72,

87, 102, 110, 139
平均曲率流 (mean curvature flow), 1, 45, 63, 72,

87
平均曲率向量 (mean curvature vector), 8, 73,

118, 139

Q
前沿追踪 (front tracking), 1, 91
切空间 (tangent space), 3, 34, 48, 131
切向速度 (tangential velocity), 17, 57, 94, 134
切向运动 (tangential motion), 52, 65, 79, 88, 111
全离散 (fully discrete), 52, 62, 79, 85, 93, 111,

139
曲面 (surface), 1, 3, 29, 45, 59, 71, 81, 93, 109,

129
曲面 Hessian 矩阵 (surface Hessian), 5
曲面 Jacobian 矩阵 (surface Jacobian), 4, 75
曲面剪切黏度 (surface shear viscosity), 131
曲面散度 (surface divergence), 4, 75
曲面梯度 (surface gradient), 4, 46, 75

R
Reynolds 输运定理 (Reynolds transport

theorem), 22
Riemann 度量 (Riemannian metric), 73
弱形式 (weak formulation), 46, 74, 82, 94, 111,

134

S
散度定理 (divergence theorem), 3, 42, 59, 72, 95,

132
三角剖分 (triangulation), 31, 48, 83
Schur 补 (Schur complement), 49, 79, 85, 99, 139
生物膜 (biomembranes), 1, 119, 129
水平集法 (level set method), 1, 80, 107
输运定理 (transport theorem), 20, 42, 45, 59,

72, 82, 95, 131
Stefan 问题 (Stefan problem), 85
Stokes 流 (Stokes flow), 93, 130

T
梯度流 (gradient flow), 1, 45, 60, 109
体积守恒 (volume conservation), 61, 85, 93, 139
体区域 (bulk domain), 1, 81, 96, 129

W
Weingarten 映射 (Weingarten map), 8, 39, 110
Willmore 泛函 (Willmore functional), 1
Willmore 流 (Willmore flow), 1, 80, 109
Willmore 能量 (Willmore energy), 1, 109, 141
无滑移 (no-slip), 106, 130
Wulff 形状 (Wulff shape), 72, 89
无条件稳定性 (unconditional stability), 106
物质导数 (material derivative), 18, 40

X
相场法 (phase field method), 1, 80
形变率张量 (rate-of-deformation tensor), 17, 94,

111, 131

Y
压力 (pressure), 93, 131
有符号距离函数 (signed distance function), 11
余法向量 (conormal), 14, 29, 47, 127

Z
正交投影 (orthogonal projection), 5
整体参数化 (global parameterization), 17, 41,

46, 75, 82, 95, 111, 132
质量集中 (mass lumping), 30, 56, 69, 114
主曲率 (principal curvatures), 8, 129
自发曲率 (spontaneous curvature), 119, 129
自由边界 (free boundary), 93, 127
自由滑移 (free-slip), 106
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